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Ueber die Reflexion an einer Kugelflache.
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.)

Obgleich das Problem der Reflexion von Lichtstrahlen an einer ge-
gebenen Fliche langst die Aufmerksamkeit der Geometer in vielfacher Hinsicht
auf sich gezogen hat, so ist doch niemals der Versuch gemacht worden, aus
den Bewegungsgleichungen selbst die Gesetze dieser Erscheinungen zu de-
duciren, und so theoretisch eine sichere Basis fir Untersuchungen dieser Art
zu gewinnen. Der einzige Fall, den man betrachtete, war der einer unendlich
ausgedehnten brechenden Ebene, auf welche ebene Wellen fallen; und so
kam es, dass die geomelrischen Sitze der Dioptrik und Katopirik mit dem,
was man heute eigentlich Optik zu nennen gewohnt ist, nur durch einige
Belrachtungen der Enveloppentheorie lose und gewaltsam verkniipft sind.

In dem Folgenden ist ein Versuch gemacht, in dem einfachen Falle einer
refleclirenden. Kugel die reﬂe}ctirten Bewegungen aus den Gleichungen fiir die
Oscillationen eines elastischen Mediums abzuleiten. Mit Hilfe der Theorie der
Kugelfunctionen kann man diese Aufgabe allgemein losen, sobald man sich
nur iher die Grenzbedingungen, durch welche die Reflexion zu Stande kommt,
hestimmte Vorstellungen bildet. Es ist dies bekanntlich ein Punkt, iber den
weder die Theorie noch die Erfahrung bisher geniigenden Aufschluss zu geben
vermocht hat. Um so mehr wird man es gerechiferiigt finden, wenn im Fol-
genden die moglichst einfache Hypothese benutzt ist, dass nimlich die Kugel
"collstdndig reflectire, und dass, bei Abwesenheit gebrochener Wellen, die ein-
fallenden und die reflectirenden Bewegungen an der Oberfliche der Kugel
sich in ihrer Summe genau aufheben. Die Losung des Problems erfordert
dann wesentlich nur die Losung des auch rein mathematisch interessanten Pro-
blems, den Differentialquotienten einer Function von x, y, = nach einer dieser
Verinderlichen in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe zu ent—
wickeln, wenn die entsprechende Reihe fir die Function selbst bekannt ist.
Die Losung erfolgt einfach und symmetrisch, wenn man sich stait der Kugel-
functionen der entsprechenden homogenen Functionen »'".Ordnung bedient,
deren Untersuchung von Ewler herrihrt, und auf welche ich an einem anderen
Orte hingewiesen habe. '
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Die Resultate der ganzen Untersuchung sind sehr verwxckelt und
namentlich fir den in der Optik wichtigen Fall einer sehr kleinen Wellen=
lange scheint es sehr schwer dieselben einfach in passender Form darzustellen.
Der entgegengeselzie Fall eines gegen die Wellenlinge sehr kleinen Radius
der reflectirenden Kugel ist dagegen fiir eine Annsherung sehr geeignet, und
man findet eine genauere Discussion dieses Falles am Ende der Abhandlung.

8- 1.
Zuriickfiihrang der Gleichungen der Elasticitit auf getrennte partielle Differential-
gleichungen.
Die Gle:chungen, von denen die kleinen Bewegungen eines uncrystal-
linischen Mittels abhingen, sind bekanntlich, wenn «, ¢, w die Componenten
der Verschiebung eines Thellchens ausdriicken, von der Form:

T = @)y,
Ay (G = @0 Gt b,
% = @) p s,
Dabei bezeichnet O die Verbindung l
@) o= gl

und 4* stellt nach Lamé, die Operatlon dar:.

Es ist bekannt, dass in Folge dieser Glelchungen O der partlellen lel'el'enllal—
gleichung

9’9
o’
geniigt, und dass die drei Ausdriicke
OG0 Ow = dw  Ou ou  Op
0z Oy’ Jdx o’ Oy o=
Losungen der Gleichung

= @’ 4?0

O

— 12 g
o = b4y
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sind, wie dies z. B. Herr Stokes in seiner Abhandlung dber die Beugung
(Cambridge Transactions, vol. IX, p. 12) benutzt hat. Aber wihrend so sich
gewisse. Combinationen der Differentialquotienten von u, v, w als Losungen
einfacher partieller Differentialgleichungen darstellen, scheint es vielmehr um-
gekehrt wiinschenswerth und wird erst dadurch in Wahrheit eine Reduction
der Gleichungen (1.) bewerkstelligt, dass man w, o, w selbst aus den Dif-
ferentialquotienten neuer Functionen zusammensetze, die ihrerseits jenen ein-
- fachen Differentialgleichungen geniigen. Denn nur in einem solchen Fall kann
man behaupien, dass die neuen Gleichungen wirklich die Gleichungen (1.)
ersetzen. Zu einer solchen Reduction aber gelangt man durch folgende Be-
trachtung.
Man kann immer setzen:

w=L

S oz ?

(4.) | v = '3—5——%1\7’,

(w = ’%‘5‘*‘"0':

und dann, da vier _unhestimn}te Functionen an die Stelle von dreien geireten
sind, die Bedingung hinzufiigen: ‘

4 ! !

(6) ettt =0

Die Gleichungen (4.), (5.) lassen sich in der That immer zusammen erfiillen,
welches auch die Werthe der Functionen #, ©, w sein mogen; und zwar auf
unendlich viel Weisen, indem fir P jede Losung der Differentialgleichung,
welche sich durch Elimination der «/, o', w' ergiebt,

4P = 0 g
gesetzst werden kann; wahrend freilich, nachdem iber P verfigt worden,
o'y v, w' vollig bestimmt sind.

Die Gleichungen (1.) gehen hierdurch tber in:

cO ., ., 08

\or =040 ——5.

(6) (Sr = paw -5,
o*w’ s 4.4 O8R

‘—-——af., = b 4 w ——g,

RT ¥
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wo {2 die Bedeutung hat: \"
' ' o’ P

Diese Function ist, wie man leicht sieht, indem man die Gleichungen (6.) mit -
Rucksmht auf (5.) differentiirt, eine Losung der Gleichung
4*°82 = 0.
Aber wie auch den Werthen der w, v, w gemass die Functionen P
o', o, w' zu bestimmen sein mogen, immer kann man zu denselben, ohne die
Werthe von u, o, w zu verindern, solche Functionen Q, u”, o", w" respective
addiren, welche den Gleichungen geniigen :

%g—}—u" = 0,

%%-i—v” = 0,

%% w" = 0,
A )

Man kann daher, wegen der letzten Glelchung, Q immer so bestlmmen, dass

%:0 —&£2; und da die Ausdricke 4", 4", £w" offenbar ebenfalls ver~ .
'schwinden, dann an Stelle von (6.) folgende ‘Glelchungen selzen:

TELD s ),

D i,

L) — @ o™,

wihrend die u, o, w die Formen annehmen:

LIGEON

U =
v. — a(P+Q) +’D "‘{""D"

wihrend endlich aus der Gleichung (7.) sich noch ergiehl:

o'p Ry
TELD _ wg(psg)

Setzt man nun wieder die Buchslaben P, #', o', @' an Stelle von P+ U, v'+ud",
'+o", wtw” 5 80 hat man offenbar den Salz bewiesen, dass die (xlelchun—

5
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gen (4.), (5.) zusammen auch dann noch die allgemeinste Losung der Gleichun~
gen (1.) reprisentiren, wenn darin «', o', w' beliebige Losungen der Gleichung
8) ¢ = vy,
P. eine beliebige Losung der Gleichung
©) LY = aary
bedeutet. Aber die drei ersten Losungen sind durch die Bedingung (5.) noch
verbunden. "Um diese zu umgehen, selze man ‘

. aw  av
W = S——-—5—

dy Oz’
, . OU oW
YT 5y T s
_ov_au
W= r T oy

und lasse dann U, V, W abermals Ldsungen der Gleichung (8.) bedeuten.
Dann erhilt man folgenden Satz: ‘
‘ Satz 1.
Die allgemeinsten Lisungen der Gleichungen

2 . @ .
%tl:. = (a*—-bﬂ%—;—}*b%“u,
5 96
-(-9—;:- = (a?—'bz)Ty"-}‘bQJ?’U,
: 86 | a0
%{f— = (az-—b")—a—(:——}—b‘d“w,
erhdalt man, indem man setst:
B AL 14
¥ =9z T8y &
_ 9P oU_ oW
° =Gy LI P
gp oV oU
w =

& Ta ey
wo P eine Losung der Gleichung
R P

T == 024 2P;,
U, V, W aber Lisungen der Gleichung
LAY g

at
bedeuten. ‘
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. §. 2.
Entwickelung von P, U, ¥, W nach Kugelfunctionen.

Die soeben angefihrte Form der Losung ist sehr geschickl um eine
allgemeine Enthckeluncr nach Kugelf‘uncuonen eintreten zu lassen.

Es ist bekannt, dass eine innerhalb eines gewissen Raumes endliche, ein-
deutige und stelige Function sich innerhalb desselben nach gewissen Functionen
zweier Winkel entwickeln lasst, deren Coefficienten dann nur noch den Radius
enthalten. Aber die Unsymmetrie, welche durch die Einfihrung zweier Winkel
bedingt wird, dringt darauf hin, fiir allgemeinere Untersuchungen diese Ent-
wickelung zu modificiren. Jene Functionen zweier Winkel haben die Eigen-
schaft, mit einer gewissen Potenz des Radius Vector mulliplicirt, in ganze
homogene Functionen der Coordinaten itherzugehen; man kann daher an die
Stelle einer Eniwickelung nach jenen Functionen zweier Winkel eine Ent-
wickelung nach gewissen ganzen homogenen Functionen der Coordinaten
trelen lassen, in deren Coefficienten nur der Radius Vector noch auftritt. Es
sei mir erlaubt diese homogenen Functionen der Kiirze wegen noch als Kugel- -
functionen zu bezeichnen. In einer Eniwickelung der angegebenen Art treten
dann vier formell unabhéngige Grossen auf: die Coordinaten «, y, z, so weit
dieselben in den Kugelfunctionen vorkommen, und der Radius Vector, leiz-
terer in doppelter Weise, einmal in den Coéfficienten, sodann aber auch
woll in den Kugelfunctionen selbst, sofern elwa in diesen die Verbindung
x*4y°+z* =1’ den homogenen Functionen integrirend angehort. Im Folgenden
werde ich auch durch die Bezeichnung diese beiden Arlen des Vorkommens
unlerscheiden; und zwar soll der Radius Vector durch s bezeichnet werden,
soweit er innerhalb der homogenen Functionen als Verbindung der Verander~
lichen auftritt; durch v aber, soweit er nur den Coefficienten jener Functionen
angehort. _ '

Jene homogenen Functionen werden dadurch charakierisirt, dass, wenn
M, eine solche bezeichnet, und % den Grad der Function ausdriickt, sowohl M,
als —Qﬂr—, der Glelchuncr

/ L(g) =
geniigen. Und somit ist also die Aufgabe, die Grossen u, », w nach Functionen

M, dergestalt zu entwickeln, dass nur noch v in den Coefficienten dieser Ent-
wickelung auftritl.
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Betrachten wir zuniichst etwa die Function P, welche der Gleichung
geniigt: - ‘
P
\ or’ _
In derselben bezieht sich die Operation .4* sowohl auf die Veranderlichen
z, y, 5, soweil sie in die aus P entspringenden Kugelfunctionen explicite ein-
gehen, als auf dieselben Verdnderlichen, soweit sie in v enthalten sind. Trennt
man beides, und bezieht 4? nur noch auf die explicite vorkommenden z, y, 3,
so muss man fir 4*P schreiben:

I ST K I Pl S
'In diesem Sinne aber verschwindet 4P, da jedes einzelne Glled der Glei~
chung 4@ = 0 geniigt; und setzt man

(11~) P = M)+M1+M2+"'+Mn+“'

(10.) = @' /P

- 80 ist ferner
8M oM, oM,
5z +y By +3 2

so dass die Gleichung (10.) iibergeht in:

RO, o0, | 202 OM,\
0 '_,fi,{ T N )}

Bemerken wir nun, dass die einzelnen Glieder dieser Entwickelung, da sie
nur nach den in den Coefficienten enthaltenen Grossen ¢, v differentiirt werden,
selbst Kugelfunctionen sind, so 1ost sich d1e vorsiehende Gleichung sofort in
die emzelnen auf: :

oM, amg +2n+2 oM, -0

(12.) or r

welche die in der Entwickelung von P auftretenden Functionen M als Func-
tionen der Zeit und des Radius Vector definiren.
Setzen wir ganz ebenso:
U = My+Mi+ M-,
(A8) (V= My M+ M+,

W = Mo+ Mot Mot oo,
- so sind die Functionen My, M7, M? in gleicher Weise als Functionen von
v, ¢ definirt durch die gemeinsame Differentialgleichung:

aM 242 OM,\
(14.) -8 ar,.. t o) = 0.

= nM,,
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Hierdurch ist also die Entwickelung von P, U, ¥V, W auf die Betrachtung

der Differentialgleichungen (12.), (14.) zuriickgefihrt, welche nur noch zwei
Veranderliche enthalten.

§. 3.
. o Sitze itber die Functionen M,.

Man sieht, dass die Functionen M, noch gewisse Willkarlichkeiten
enthalten.  Aber die Formen, in welchen die willkiivlichen Functionen in die
‘verschiedenen M eingehen, stehen unler einander in einer bestimmten Verwandi-
schafl, so dass aus dem allgemeinsten M, andere Functibnen abgeleitet werden
konnen, welche in Bezug auf die Veranderlichen Z, g, 5 oder in Bezug auf
die Veranderlichen v, { oder endlich in beiden Beziehungen den Character
der Functionen M,_, und M,,, besitzen.

Belrachten wir zunéchst eine heliebige homogene Function #" Ord-

nung ¢, von x, y, 5, welche der Gleichung 4°(¢,) =0 genigt. Dann ge-~
. . Ny e ‘ . . . .
niigt immer auch 725—% derselben Gleichung, aber auch, wie aus Differentiirung

dev Diﬂ'efentialgleichung sofort folgt, die Functionen:

atpu + ﬁa(p.. c')rp..

@ o ,i’f.l.+ﬂay Sty g, O
Nun ist der erste Ausdruck eine homogene Function (n—1)® Ordnung von
. 4, %, also eine Kugelfunction (»—1)"" Ordnung; der zweite ist eine Function
(n—ri)'” Ordnung, dividirt durch %3, aber mit der Eigenschaft begabt (wie
eine kleine. Rechnung sofort lehrt), dass sein Zihler fir sich der Gleichung
A'q =0 geniigt. Dieser Zihler ist also eine Kugelfunction (nt-1) Ordmmfr
und man hat demnach folgenden Satz:

Satz 2.
Ist ¢, eine Kugelfunction n'*" Ordnung, so ist

n d (] n
U(P + {37 ‘T + U‘P

eine Kugelfunction (n——l)"’ Ordnung und

2n+3 , g Pu 6 P o Pn
Y o 837 r'n~H+/ dy r"n-H 5‘7 65 PRIEN]

eine Kugelfunction (n+1)"" Ordnung.
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Man kann selbst zéigen, dass die beiden letzten Functionen die allgemeinsten
ihrer Art sind, wenn ¢, ganz allgemein vorausgesetzt wird.

Wenden wir nunmehr eine dhnliche Betrachtung auf die Losungen der

Gleichung '

aP

ot*

an. Ist P eine Losung, so ist offenbar der Aﬁsdruck

= a’4*P

OP = +/3 y 2L

eine andere; oder, wenn man in P wieder d1e Verinderlichen z, ¢, 3, v
unterscheidet:

__ 6P gﬂ OP | ax--fy-+ys OP
WP = agot g trgr+—1" 51

Selzt man nun fir P die oben gefundene Entwickelung nach Kngelfuhctionen:
P = My+M,+ M4,

so wird:
n=e oM, x oM, oM, , y oM, oM, . % OM, )
S()\P-uo{ B T T ar)+ﬁ 8y+r dr)+ ( 7-5__)5
’ n"TE aTn 6Tn
T [( By oy 77 dz;}
2n a Sﬂ a S
(__ +r H: 8xr’"+‘+[38y r”‘+‘+ 851'2"“}]
wo '
1 O. e+,
ey | F
’ § — _lom
L T Or

gesetzt ist, und wo bei den Differentiationen nach =z, y, s die Grosse v als
constant angesehen wird. )

Bemerkt man nun, dass 7,, S, in Riicksicht auf ®, y, 5 Kugelfunc-
tionen #'** Ordnung sind, dass demnach in Folge des Theorems 2. auch die
Ausdricke
c'?T,.

z 9

Gx +ﬂ ay

2 d 8. d 8. |
it % 5g rit +ﬁ <9y r2n+l +7 5 pmgmray|
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Kugelfunctionen beziglich der (»—1)*" und (»-+1)*" Ordnung sind, so zeigt
sich, dass der Ausdruck JP nach Kugelfunctionen geordnet isi, dass also die
einzelnen Glieder des Ausdracks auch in Bezug auf v, ¢ den Charakier der
M, haben miissen. Da aber in der vorliegenden Form die T, S nur nach
den «, y, » differentiirt vorkommen, welche in Bezug auf die v, £ constant
sind, so muss dieser Charakier den S, T an sich zukommen; es muss also
S, in Bezug auf die Veranderlichen r, # von der Art der M,,,, T, von der
Art der M., sein. Und dies gieht folgenden Satz:

Satz 3.
Ist M, eine Function von v, t, welche der Gleichung

OM, Q{a’m,, 22 OM, }
o T @ S or
geniigt, so ist
1 o.M,
|  L=mm
eine Liosung der Gleichung

é’_ﬂ_fﬂ___l — D) {C')EM,,_l + 2ﬂ 61",,__1 )
or o T or 4
und ‘
1 9M,
Se=—7T%
eine Losung der Gleichung }

My 2O Myin

-4 M, k
R e

3 o
Und zwar erhalt man in T,, S, offenbar die allgemeinsien Formen von M,_,,
M,.,, wenn die zu Grunde gelegle Function M, allgemeinsier Nalur war.

S 4.
Entwickelung der Verschiebungen.

Aus der Formel (15.) aber ergiebt sich noch ein anderes Resuliat,
némlich die Entwickelung der Differentialquotienten einer Funclion nach den
Coordinaten, wenn die Entwickelung der Funclion selbst nach Kugelfunctionen -
vorliegt. In der That ist bei Ableitung der Gleichung (15.) der Umstand
noch nicht benutzt, dass P einer gewissen Differentialgleichung geniigen sollte;
man kann daher in dieser Gleichung unter P jede Function der Coordinalen
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verstichen, und hat sodann folgenden Satz, indem man die Coefficienten von
a, (3, y einzeln betrachtet:

Satz 4. :
Sei P eine beliebige Function der Coordinaten, und sei, nach Kugel-
functionen entwickelt:

setzt man dann in dhnlicher Weise:

aP X X X '
o = MMM+
oP :
"a“!/* = MJ+M{+M§+---,
oP Mo ey W
pre = Mi+Mi+Mi+ o,
so wird , v
= 1 9T 2t 9 Su
* 7 2043 Oz ' 2n—10x i1’
M,» — 1 aTn—l.-l 7'2"+l -_(2. Sn—-l
* T 2043 Oy 2u—1 Jdy 117
Mr o= L 0T 0 Sat
* 7 2u+3 0Oz 2n—1 O %1 °
wo
1 g+t A oM,
L=w= S%=-7&

und wo bei der Differentiation von S,, T, nach =z, y, 5 die Grisse v
als constant gilt.

Dieser Satz fiithrt nun sofort zur Entwickelung der Verschiebungen
nach Kugelfunctionen. Bewahren wir die Buchstaben M, S, T fir die aus P
entspringenden Terme, und bezeichnen die analogen Grossen fir U, V, W durch

1’ u, Su’ Tu; Mu: Sv, Tu; MWJ S w} Tu,':
so erbalten wir Entwickelungen von der Form
¥ o= Uyttt
(17.) ¢ = @40, F0Fe,
€ = WytwH e,

in denen die Terme u,, @,, w, folgende Ausdriicke annehmen:
28 %
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. 1 0Tt _)_aT,ﬁ.l_—.('}T,:u}
T 243 O oy - Oz

(0 S | O Sy 6 Sy
2n—1 3z o1 Z’;’y' - ';2751“3*

= L 9T 8Ty BT
asy | T T By e A |
| P40 S 0 Sia 8 S
2n—1 i&y p2n=1 +79'£’;.Tn‘:r“3-z‘ 70—,;:;}

w i aTu-f-l aT:—H. — BT:-{-I }

"= 2n-+-3 U Oz + oz Oy ‘
(0 S 8 S 0 Si
2n—1 {0z 1 dz TQT:T“‘gy‘ prTas }

Diese Gleichungen liefern nun allerdings die vollstindige allgemeine Ent-
wickelung von #, », @ nach Kugelfunctionen. Aber dieselbe hat nicht die ein-
fachste Form, deren sie fahig ist, und fiihrt namentlich auf grossere Rechnungen
fir die Bestimmung der M, wenn die Werthe der , », w fir einen bestimmten
Werth von r gegeben vorliegen. Beiden Bedenken entgeht man, wenn man
den u,, v,, w,, was sehr leicht ist, die Form giebt: '

ap” i n- a q"-— Bl at,,
U = ('94:1 +r “6.2:. rz""ll t+s Oy Y

) . — 61"‘“'1 2n--1 8 qn——l ’ atu at"
(A9) 4o =g gy e T~ sy

w, = g%?—}-.rﬁ"“gg -g{;—?l—+y—§;1~—w—%-.,
WO Gu_is tuy Pars Kugelfunctionen respective der (z—1)"", »*, (n-+1)"" Ordnung
bedeulen, und wo bei den Differentiationen immer v als constant anzusehen ist.
Bemerkt man némlich, dass in Folge der Eigenschaften der Kugelfunctionen:
(20') Jﬁpn-l-l = O? ‘quﬂ—l = 01 dztn = 09
so ergiebt sich aus (19.) leicht: .

Ou, , Ov, , Ow,
n-2n+1.guy = *{‘9;+‘37+79;§»
’ 2]~ a n a ‘U" a " ‘
(21.) | n+1.2n4+1.p,,, = —1° {3{‘3‘5;2‘“ +“a'y T +;9‘; r:l,,:,, ;e

Ow, Jv, Ou, Ow, _1_92,,. _‘(')u,b

natt = o(Gr-g)+y (G )+ s (50

*) Fir n =0 verschwinden beide Seiten dieser Gleichung. Aber in der That
ist der Werth von #, in den Gleichungen (19.) vollkommen gleichgiiltig, da die von
demselben herrithrenden Glieder in u,, v,, 1, identisch verschwinden.



Clebsch, itber die Reflexion an einer Kugelfiiche. 207

und zwar sind die auf diese Weise erhaltenen Werthe von &,, p,..v ¢._
wirklich mit den Gleichungen (20.) in Uebereinstimmung, da #,, »,, w, Kugel-
functionen 7" Ordnung bedeuten sollten, und sind also auch wirklich p,,,,
Gueis Kugelfun(,tlonen der angegebenen Ordnung.

Substituirt man aber in den Ausdriicken (21.) rechis die Werthe von
Uny Ua, W,, Wie sie in den Gleichungen (18.) ‘enthalten sind, so kommt:

8.1 1 i a8y asz—x)

Tt = 50~ n3n1 9y E
ty 6S,.~l/ as,_l) +3 8S,._1 ..—1>§
22) <P»+1 = 2€¢i]3+n+112n+5g CaT"H 6331) ' )
(am[ aTw> ts (6T,.+1 alayu ):
b= 33T 2n+3 (GT,.‘“ M"JA + aml)
*nf;:_l_l = ﬁ','.:ﬂ +2 320,

Erinnern wir uns nun der Gleichungen (16.), mit deren Hilfe sich die 7' und
S durch die urspriinglich eingefiihrten Kugelfunctionen M ausdriickten, so kann
man den ersten beiden Gleichungen auch die Gestalt geben:

8 M My |
(23) q"—l - ‘rﬁr; 2n—1 _‘" n ?
. : a3 Matr u+l.
Purr = @i Gy { (2n+5 Ry n-+1 }
wo M, die Kugelfunction »'* Ordnung bedeutet:
c M aM,:’ oMy oMy OMY M\
(R4) M, = 2n--1 {a: Jy )+ ( )+ Oz oy )

Man' erkennt hieraus, dass die Functmnen M, M", M* nur noch in zwei
Verbindungen vorkommen, in den M, und in den ¢,. Erwigt man zugleich.
dass jene Functionen nur die Eigenschaft besitzen sollten, Kugelfunctionen
zu sein, und in Bezug auf v, £ den Gleichungen (14.) zu geniigen, dass beide
Eigenschaften aber den Functionen M,, f, in gleicher Weise zukommen, so
darf man offenbar statt der Functionenreihen M*, M*, M* die beiden Functionen~
reihen M,, ¢, unmittelbar einfilhren; mit der einzigen hinzutretenden Bedin-
gung, dass, wie man aus (24.) sicht, die Function M, verschwinde. Und
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so erhill man eine Form der Losung, welche sich in folgendem Saize aus-
sprechen lésst:
Satz 3.
Die Losungen der Gleichungen

& on e
%-,—il = (a* —b?) +bJ’@
J'w R 2 0
E T (a '—I})—E—;—szj w

lassen sich nach Kugelfunctionen in die Reiken

u = uy -+u +?{<2 Ty

O = 0y +0, +0) Feee

w = wn'*}"lbz’}'wz‘*"“
entwickeln, d. h. nach homogenen Functionen, die einzeln der Gleichung
¢ =0 genilgen, und in deren Coefficienten dann nur nock der Radius
Vector v eingeht; und zwar ist: ‘

— _&}ﬁ'l_'_ L Rkt g Gt g_t_n___ fﬂi
b ="8z 7" & T Ys -
o Cl)}]n+l 241 g - q:x—'l atn _ Oty
by = oy _{_/,-‘ Gy 17T TG T Ay
_ (Jpn +1 41 i Gu—1 Ct,& . _(Zi'i.
On = T g e Py g ~Tay e
wo
-4 9 { Mot Moy }
Gt = T Or 211-—-1’ n 3°
. ’ . 1 _a__ { 2043 ”I"+l J”n-l i )
Purr = T 3r W3 T ari/ie

nud wo M, M, t belfebzge Kugelfunctionen n'e Ordmmg bedeuten; die
C aef/caaeﬂten der lelsteren aber sind Functionen von v, i, und swar ge-
niigen die Coefficienten von M, der Gleickung:

2_({;_ - {gﬂl 1 271—}—2()(/%
ar o’ v O

die (,o('/'/acwnlen von M s b aber der Gleichung:

s ]

wozu m)(‘lz die B(’dmgung ir ztt dass M, verschwinde.
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‘ §- 5. ‘
Integration der Gleichungen, denen die M in Bezug auf v, ¢ gentigen. Einfithrung
der Grenzbedmgungen

Die Inlegrdhon der Gleichungen (12.), (14.) ist leicht und bekannt.
Nimmt man in (12.) fir M, die Form an:

M, = O (s—at) HF O (ctat)) + 1Wzeff"*’<r~wt>+1f"<"—"<m+at>}
c( )

) r‘2n+1 {f(t at) +F(l+a’t>}
wo die ¢ constante Coefficienten, die Indices hei den Functionszeichen
Differentialquotienten ‘bedeuten, so findet sich aus der Differentialgleichung
selbst fiir die ¢ eine einfache Recursionsformel, so dass man

M _ f<”)(r—at)+F(“)(r—{¥at);_n.n—}-t fFOD (c—at)-}-FO~D (v 4-af)

. it 2 A2
. ' . n—tn.nd-1.n--2 f(n»z)(g___m)+p(rt~—2)'(r+a¢)
(25.) o + oW e
1 2...2n f(—at)-+-F(r+at)
—F "'2 4...2n paatl

setzen darf. Der dritte Satz findet hierdurch eine directe Bestitigung; denn
indem man S,, T, bildet, wird:

S = f(n+l)(r.._at)+F(n~rl)<x+at) n-+1.n42 f(n>(r-atH-F(")(r_;;at)
[ pa-t? 2 PUES
Ltk 23 foo (t—a)+FeD(tat) 4
2.4 yrtd
—1.2...2042 f(x—al)+F(r+at)
2.4...2r-}2 - g2kl
(26.) T — f"‘«‘f”(r—at)+F("+')(t+at)__n——zi.n f(‘")(r—at)-{—kll"(")(r»{—at)
n t“ f"'
n—2.a—1.n.n41 fOD (x—al)+FOY (v4at)
+ 2.4 ' =t
1.2...2n—2 f”(1~—at)+F"(r—}—at)
\ - Feamee T

so dass S, sofort, abgesehen vom Vbrzeichen, die Form von M,,, annimmt,
~und T, die Form von M, ,, wenn man nicht f und F sondern f” und F".
als die willkiirlichen Functionen betrachtet.

Es bleibt also nur die Aufgabe ibrig, die in den M,,, M,,, t, vor-
kommenden willkirlichen Functionen von t—at und r-af, welche ausserdem
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Kugelfunctionen #'* Ordnung in Bezug auf z, y, z sein miissen, den elwa
gegébenen Grenzbedingungen gemdss zu bestimmen. Die vorliegenden Ent-
wickelungen sind immer anwendbhar, wenn die Zustinde des Medinms fiir
irgend zwei Werthe von v, d. h. auf zwei concentrischen Kugelflichen, ge-
geben sind. Entwickelt man die Funclionen, welche auf einer solchen Kugel-
fliche die Werthe von #, », w angeben, nach den gewohnlichen Functionen
zweier Winkel, so werden die Coefficienten nur noch Functionen von f; und
wman verwandelt eine solche Eniwickelung sofort in die hier benutzte Ent—
wickelung nach homogenen Functionen, indem man das Aggregat aller Glieder
#'" Ordnung mit der »™ Potenz des constanten Radius multiplicirt und dividirt.
Indem man aber die so erbaltene Eniwickelung mit der allgemeinen vergleicht,
ergiebt sich eine Reihe von Bedingungen, welche ausdricken, dass fir den
gegebenen Werth des Radius die. homogenen Functionen #'* Ordnung der
allgemeinen Entwickelung von w, », w mit den enisprechenden Gliedern der
gegebenen Werthe identisch werden. Man erhalt diese Bedingungen sofort
aus (19.), indem man unter'u,., v,, w, die 2" Glieder in der Entwickelung
der gegebenen Funclionen u, o, w versteht. Aber da hei dem Uebergange
von (19.) zu (21.) nirgend nach dem hier als constant betrachieten Radius
differentiirt ist, so kann man ohne Weiteres stait (19.) die Gleichungen (21.), (23.)
. benulzen, welche durch die einfache Weise, in der M,, M,, ¢, darin eingehen,
" grosse Vorlheile darbieten. Man kann dies in folgende Regel zusammenfassen:

Sollen die allgemeinen Werthe von u} v, w fir einen Werth con
v gegebenen Funclionen u, o, w gleich werden, so bestimme man die
diesen letzteren entsprechenden Functionen Do ;]:, {,, durch welche die
Entwickelung derselben nach Kugelfunctionen die Form (17.), (19.) an-
nimmt ; dann ist die yeforderte Gleichheit dadurch ausgedriickt, dass fiir
den gegebenen Werlk von v:

S =P =4 b=
Da nun in den allgemeinen Ausdrijckeh von p,, ¢., {, nur sechs willkiirliche
Funclionen vorkommen, so scheint daraus hervorzugehen, dass die Bewegungen
innerhalb ciner Kugelschale vollkommen bhestimmt sein miissen, wenn die Be-
wegungsgleichungen fiir keinen Punki im Innern aufhiren zu gelten, und
wenn ausserdem die Bewegung auf beiden Begrenzungsflichen gegeben ist.
Dies ist aber nicht ganz richtig; in der That wirde daraus folgen, dass.
wenn auf beiden Begrenzungsflichen absolute Ruhe herrscht, dieselbe auch
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im [nnern der Schale herrschen miisste. In Wahrheit ist dies nicht noth~
wendig; vielmehr iberzeugt man sich leicht, dass auch in einem solchen
Zustande noch eine unendlich grosse Anzahl von Bewegungen im Innern
herrschen kinne; welche dann also auch bei anderweitig gegebenen Zustinden
der Oberfliche begleitend auftreten konnen. Ein Beispiel hierfar werde ich
im folgenden Paragraphen geben. -

§. 6. .

Vollstiindige Behandlung des Falles , Wo eine, auf einer bestimmten Kugelfiiche
-gegebene Bewegung sich ins Unendliche ausbreiten kann. ,
Ein besonder‘es Interesse bietet der Fall, wo die eine Kugelfliche ins
Unendliche riickt. In diesem Falle ist es zugleich moglich, die vollsténdige
Bestimmung der willkirlichen Functionen ganz ‘allgemein auszufihren. Die
Bedingung freilich, welche an der unendlich weit entfernten Kugelfliche er-
fallt sein muss, ist nicht mehr in der im Vorigen angegebenen Weise zu
benutzen. Dieselbe kann aber nach Helmholts dadurch ausgedriickt werden,
dass im Unendlichen, wo keine ausserhalb liegende Erregungsmittelpunkte
mehr gedacht werden dirfen, nur noch Wellenbewegungen auftreten konnen,

deren Gang von innen nach, aussen gerichtet ist. :
Denken wir uns, um die Vorstellungen zu fixiren, eine beliebige Reihe
von Erregungscentren im Raume vertheilt; und denken wir uns, dass die von
diesen ausgehenden Bewegungen an einer Kugel vom Radius ¢ reflectirt
werden. Die Bewegungen an irgend einer Stelle des Raumes kann man dann
durch die Componenten |

wt+U, o+V, wt+W

ausdricken, wo U, V, W die Bewegungen sind, welche in Abwesenheit der
Kugel, lediglich in Folge der Erregungsmittelpunkte, allein vorhanden sein
wiirden; u, o, w aber diejenigen Bewegungen, welche durch die Reflexion
hinzutreten. Die Bewegungen U, V, W sind dann vollig bekamnt; sie haben
die Eigenschaft in verschiedenen einzelnen Punkten des Raumes, namlich in
den Erregungscentren selbst, unendlich gross zu werden, woraus sich denn
weiter ergiebt, dass die Form ihrer Entwickelung nach Kugelfunctionen ganz
verschieden sein wird innerhalb der verschiedenen Kugelflichen, welche vom
Anfangspunkte als Mittelpunkt sich durch die verschiedenen Erregungspunkte
legen lassen. Fir die unbekannten und gesuchten Functionen 4, v, w hin-
gegen, welche die reflectirte Bewegung darstellen, findet offenbar eine solche
Journal fiir Mathematik Bd. LXI. Hoft 3. ‘ 29 '
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Unstetigkeit nicht slait; diese Functionen werden sich alse im Allgemeinen auch
iiberall durch dieselhe Entwickelung nach Kugelfunctionen darstellen lassen.

Dies vorausgésetzt werden also, nach dem Fritheren, in der Unend-
lichkeit, ja selbst in dem Theile des Raumes, welcher jenséits der Erregungs-
punkte liegt, nur Wellen auftreten konnen, welche nach Aussen gerichtet - sind ;
oder es werden in den w, v, w iberhaupt nur Functionen von t—at, t— b,
nicht aber Functionen von v+-af, v+ 6¢ auftreten dirfen. Hierdurch reduciren
sich die vorkommenden willkirlichen Functionen sofort auf die Halfte. Aber
noch ein wesentlicherer Vortheil wird erreicht: man kann den Grenzbedin-
gungen sofort die Gestalt von simultanen gewdhnlichen Differentialgleichungen
geben, deren abhﬁgxgige Veranderliche die gesuchten willkirlichen Functionen
sind, wahrend die unabhangige Veranderliche die Zeit wird.

Die Natur der Bedingungen, welche an der Grenze zweier elastischen
Medien auftreten, ist bis jeizi noch nicht endgiltig festgestellt. Ich werde
mich daher der moglichst einfachen Vorstellung bedienen, dass die Kugelflache
mit dem Radius ¢ die Bewegungen vollkommen reflectire, oder mit anderen
Worten, dass die Summe der einfallenden und der reflectirten Bewegungen an
der Oberfliche gleich Null sei. Man hat also fir v=e: '

. u=—U o=-=V, w=-W,
und hieraus folgt, wenn man sich U, V, W nach der Weise der Ausdriicke
(17.), (19.) entwickelt denkt, gemdss der im vaorigen Paragraphen aufgestell-
ten Regel: : '
R7)  Po=—Ps, =~ bt=-—1,
Diese drei Gleichungen zusammen dienen zur Bestimmung der in M, M, t,

enthaltenen willkirlichen Functionen; und zwar nehmen nach (23.), (5.) diese
Gleichungen folgende Gestalt an:

1 zf(""")(é—-at)‘__ n—1i.n  f®(s—al) 71—2.n—1.n;n—}—l =9 (e—ab)

—p. = 2?&—]—-1 0 2 PrEs] + 2.4 prEy]
1 (" De—bt) n—1.n @™ (e—bl) + n—2.n—1.n.041 @tV (—bt)
+ U e - 2 gvtl 2.4 et
28) {7 ([0 (e—a) _ntdnd? fO—a) | mntd.nd2.048 [0 e—a))
CANTRTE TR e T e P 2.4 e
4 (gD (e—b) nd-1.n42 @™ (e—bt) + n.9i-H4.0-2.243 @O~ (e—bp) .
+aT { AT T T pre 2.4 prey
P AOC=b)  noadd pee—b)  n—lmabdoad? po-V—by .

{ 4 £ﬂ+1 2 é"+2 + 2 . 4 é"+3 K
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wo durch f, ¢, y respective die zu M,, M,, t, gehorigen willkirlichen Functio-
nen bezeichnet sind. Man sieht, dass diese Gleichungen sich sofort scheiden,
indem f, ¢ aus den ersten beiden gememschafthch, Y aber aus der letzten
allein bestimmt wird.
Bezeichnen wir jetzt durch & 7, { folgende Functionen der Zeit, in
deren Coefficienten noch «, y, 5 vorkommen:
| (9.)  §=f(e—at), n=0(s—bt), L=1y(e—bt),

$o hat man auch: .
k -
T = (a0 (et = (B (e—b), G = (—bPy(e—br);

und die Gleichungen (28) gehen in folgende gewdhnliche leferenhalglelchun— '
gen iber:

| (O FECERCT I
v _:;{ "Hd’::dk n-_;.n (’2‘ v;"t:?_i_...}’
(80) | (~tyg.e= — Zni—}— e e e CO R
e O S Os !
(~y e = (—— %r ST e

Die Theorie der linearen Differentialgleichungen zeigt dann, dass die allge-
meinsten Werthe der &, 7, { sich aus bekannten Gliedern zusammensetzen, die
etwa durch Variation der Constanten erhalten werden, und aus Gliedern re-

spéctive der Form
A emfe B em{e 0 eufe

wobei das Verhaltniss A: B und m sich aus den Gleichungen bestlmmen

0 =
2n+1 {(am)"“”—}- _f:i_’L(am)n_;_...}.}_ %—{(Z)m)"“-}— ,_”_“_L’.’,_(bm)n+ }
(31.) o .

2 +1t(“ my+ip BELEE "+2(0 Ol } 1§<bm)"+‘+ﬁ”1§'?‘t%(bm)”+-"}g

wihrend u eine Wurzel der Glelchung
(32.) O = (bu)"+-—5—
ist und C vollig willkurlich bleibt.

n. n+l (bu)n—1+

29 *
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Die letzte Gleichung giebt # numerische Werthe fiir die Unbekannte
bu; die ersten beiden Gleichungen. fiihren, da die erste durch =* theilbar ist,
neben der Doppelwurzel m =0 auf eine Gleichung vom 2n"" Grade, deren
Wourzeln noch von dem Verhiltniss a: b anhéingen. Hiernach sind also noch,
entsprechend einer Kugelfunction »** Orduung, 3z verschiedene Bewegungen
moglich, trotzdem dass auf der Oberfliche der Kugel ¢ absolute Ruhe herrscht.
Aber es ist sehr wichiig zu bemerken, dass unter diesen Bewegungen keine
isochron periodischen vorkommen, keine, welche sich durch einen Sinus oder
Cosinus darstellen. In der That wiirde hierzu nothig sein, dass die Gleichung
(32.), sowie diejenige, welche die Elimination von A, B aus (31.) ergiebt,
rein imaginire Wurzeln zulasse. Dann zerfallt, u= p'y—1, m=m'y—1 ge-
setzt, jede dleser Gleichungen in zwei, namlich (32.) in

—1. 1.n42
33) (6,u’)"~ nzn';‘ n+ (b )n—-— 4+~ = 0,
(33. - | \
n.n2+1 (b Yyt — n——2An——1.n2..72-.i~61-n+2-n+3 (bu'y 4 —we = 0

und die aus (31.) hervorgehende Gleichung

l(amy o 2 oy TR ey

o {tamyr et Ly M byt 2L by = 0

in die beiden: ' \

(34.)

—2.n—-1.n.n+1 Iv;- " 1.2, 3 1\ N
{(am’)”+‘~1~%zm(am) S }{(bm) + w’:.(b ) !+ ﬂ

- —3...0+2 fns2,, ., n-d.m+d
ri" ; (am'y—5. 4? (am'y =t RGOt 4ng by~ L
: 1242043 g n | —2.n—1.n. 1 1\~ N
{(amy 2 =t e [t PR oty
[__‘{n-piz.n—p-z(am,)“ n214n6+4(am,),,_2+ }{n —1. ”(l) ) ___n—234ng 2(1) g }d

- ol o Lns2, o ndenid
g(am')”“—-n 2"2. 4n n+1(am) -’+——---} {ﬁ;—f—(bm) n2 4"(; (bm'" )24 -—}

1 . Los2t3 0 o
g am T amy e o RS ey )
[ st sy Yoy, wBni2 gy )
n L+ {fH-l 2+2 p),;_”zi 4’:; 4( " )u-—2+___,..§{(bm')n+! n-2. ”"1 o n'”(b )"“‘1 ...:

=0,
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Von den Gleichungen (33.) ist leicht zu z igen, was von vorn herein zu
vermuthen ist, dass sie niemals zusammen bestehen konnen, oder dass ihre
rein numerische Eliminationsresultante niemals Null ist. Der Beweis soll
weiler unten gegeben werden. Die Gleichungen (35.), welche nach Elimination

y . . . a . M . . .
von m' auf eine Gleichung fur + fiihren, konnen, wie es scheint, fir gewisse

Werthe dieses Verhiltnisses bestehen; die Beispiele aber, die man den nie-
drigsten Werthen von » entnimmt, scheinen fiir dies Verhaltniss ausschliesslich
negative Werthe zu geben, welche mit der oben gemachten Voraussetzung,
dass @, b positiv seien, im Widerspruch steh n, und also nicht in Betracht
kommen. Einen Beweis fir die Allgemeinheit eines derartigen Verhaltens.
der allerdings sehr winschenswerth wire, a fzufinden, ist mir bisher nicht
gelungen. ' ‘

Es folgt aber hieraus das wichtige Resultat, dass, wenn die durch
U, V, W dargestelllen Bewegungen, wie in den gewohnlichen Wellen.
isochron und periodisch sind, so dass die Ausdriicke links in (30.) aus Gliedern
hestehen, welche den Sinus und Cosinus von Vielfachen der Zeit proportional sind,
auch die refleclirten Bewegungen, auf welche| die Variation der Constanten
in Folge der Gleichungen (30.) fihrt, niemals die Zeit ausserhalb des sin.
und cos. enthalten, also gleichfalls aus ‘isochr nen Schwingungen bestehen.
Und von den unbestimmten Gliedern selbst, auf welche die Integration der ,
Gleichungen (30.) fiihrt, muss man folgerichtig abstrahiren, wenn man wirk-
lich nur die reflectirten Bewegungen, d. h. solche aufsucht, welche, in Folge
der einfallenden Bewegungen entslanden, gleichzeitig mit diesen verschwinden.
Wenn man also, wie im Folgenden geschehen oll, die einfallenden Bewe-
gungen einfach periodisch und isochron annimmt| so kann man einerseiis die
Aufgabe als vollig bestimmt ansehen, indem man die reflectirten Bewegungen
von vorn herein in gleicher Weise isochron und periodisch annimmt, anderer—
seits ist sie aber in dieser Form immer moglich, insofern nie ein unperiodisches
Glied hinzutreten kann, d. h. indem die Nenner der linearen Gleichungen
nicht verschwinden kénnen, auf welche das in F age stehende Problem fihrt.
In der That, das Verschwinden jener Nenner wirde nur anzeigen, dass die
betrachteten Schwingungen identisch seien mit einer derjenigen, welche auch
ohne alle einfallende Schwingungen in dem Medium existiren konnen, und
diese eben sind es, bei welchen die Variation der Constanten auf ein un-
periodisches Glied fiihrt. ‘
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s 7.

Einfachste Bewegungen. Rinfithrung der Functionen f, ¢

Nehmen wir an, die einfallenden Bewegungen bestanden aus einfachen

2 . . ’ : '
Schwingungen von der Dauer -7?-; die Functionen U, V, W bestehen dann

aus Gliedern, welche respective mit sink¢ und coskf muliiplicirt sind. Fir

die Rechnung aber ist es sehr bequem, statt dessen imaginire Exponential- -

grossen einzufiihren, so dass U, V, W mit &'~ proportional werden. Dann
ist also auch, wenn man nach Kugelfunciionen -entwickelt:

p _'P ektl—-l. 0 el.n—d. t —_ T ekn——l
Man darf nach dem Vorigen die reﬂectlrten Bewegungen derselben Exponentlal-

grisse proportional annehmen, so dass eben jener Factor auch den Functionen
Pus Gus tas M,, M, zukommt. Da alsdann

oM,

o =~k
so gehen die parliellen Differentialgleichungen, denen M,, M,,, ¢, geniigten,
in die heiden gewdhnlichen Differentialgleichungen iber:

36) @ ddzg +2n+2dM,.)+k?M —0, b,(d(;g +2n+2 dMn>+k,M,__O

Die L()sungen dieser Gleichungen erhélt man leicht durch Specialisirung aus
(25.), oder auch direct. Denn die Gleichung

(37.) %5‘2_ 271+ as

hat die beiden Losungen, aus welchen sich die allgememe sofort zusammensetzi:
gsy  [FOFRE-1e" = ),
{f()—puls)y—1}e™""" = b,(s),

wo f,, ¢, die folgenden beiden gahzen Funclionen von — bedeuten:
.5

+_O 0

. 1 n—l.n.nt1.04+2  a—3...nt+4
(39.) L) = s =g trasses T
k v .

" nn-H1 n—2..n4+3 n—4...n+5
P8) = G — g1 I W VI

Und so kann man also als die Werthe von M,, M,, ¢, folgende Ausdricke
betrachten: ‘
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.= AL )]
N +BAE) e @)yt e,
| = ¢

L)+ e (v

ek(H— -;-) y—t
(40.)

{
+D,{fn(5:—_)~sv..(3b’i) ,/'__1'}4'(’"%)%1, |
= BARCE) () )e
FRAL(E) - (B} 0,

in welchen 4, B, C, D, E, F homogene Funciionen »'" Ordnung von z, y, 3
bezeichnen, welche der Gleichung #°p =0 geniigen, d. h. Kugelfunctionen
2" Ordnung. '

Die beiden Functionen F,(s), @,(s), deren zweite aus der ersten blos
durch Aenderung im Vorzeichen des imagindren Theils entsteht, unterliegen
einem einfachen Gesetze, welches Functionen F,,,, F, , aus F,, und ehenso
b,., P, aus @D, abzuleiten gestattet. Es geniigt eine von beiden Func-

tionen zu betrachten. Da nach dem Friher --:;— c—g—’f die Form von M,.,,
. i d N Co . ” . .
und —- — s”'*'M,J die Form von M,_, hat, so miissen die Gleichungen
bestehen:
e dF,
Fn = =5 %>

F, = d 'C%‘ (32"+1Fn) 2

s?n

wo e, (3 constante Zahlen bezeichnen. Die Vergleichung irgend welcher
Coefficienten giebt o =y—1, 8= —y—1, und es ist also

1/""'1 an ‘

Fons = =555
(1) Vo1 4
F,, = — pr K(SQ"TIF,‘).‘

Fihrt man hier die Werthe der F aus (38.) ein, und sondert Reelles von
Imagindrem, so erhilt man die Gleichungen:
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i 1 d n n® ‘ d » o
fn«)—l:——i"}‘f“a (p”_}‘x:_____*_i_,_(r__(_{_.
(42.) s ds s s ds §
' 1 d.stg, 1 d.osng,
for= < ds ? +sfus Py = — iy “’EE’L")" S

Diese Gleichungen sind fir die Theorie der Functionen f, ¢ sehr wichtig.
Zieht man die untereinanderstehenden Gleichungen von einander ab, nachdem
man die uniern mit s* dividirt hat, und eliminirt auf diese Weise die Dif-
ferentialquotienten, so erbali man eine Recursionsformel, welche jedes Glied
in einer der beiden Reihen: '

fos @1s  fos 03y fus

Pos  fio P fin Pas
aus den beiden vorhergehenden Gliedern zu entwickeln gestattet:

f :,__, f"—“l‘___ (2n+1)¢n
npl = LA 3

s 9

(43.)

Gns | CntDf
sc + ss N

¢n+l =

Durch diese Gleichungen, verbunden mit den Werthen

|
ﬁ’?"}“v
1 1
CPr=Es .f‘v::-s""

sind sammtliche Functionen f, ¢ vollstandig %egeben. Setzt man an Stelle
der Gleichungen (43.) die folgenden: ‘

po=0,

2n 41
—1
Liaas fors =87 fu — s "¢,

) e L 41
s~+l'(ﬁn+l=8 x'qu—l_*— :— 8 )

so zeigt sich, dass die beiden Reihen:
‘ —$. 90 &.fiy, —8.p, . fs,
sfos .oy, E.fiy S,
Zabler und Nenner der auf einander folgenden Naherungswerthe des Ketten-
bruchs:

S S
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darstellen. Multiplicirt man aber die erste Gleichung (43.) mit ¢,, die zweite
mit f,, und addirt eine Gleichung zu der anderen, so kommt:

fois- Gut Puss-fo = - (foe PucsF Pufoms)s
so dass der Ausdruck links durch Erniedrigung des Index um 1 nur ‘den
Factor —;,— erhilt. Durch fortgesetztes Erniedrigen ergiebt sich also, da
f‘.(p(,+q),.[},=;1;— ist:
44)  furt 9t Pusfo = o

Diese Gleichung enthdlt den im vorigen Paragraphen erw#hnien Beweis, dass
die Gleichungen (33.) niemals neben einander besichen konnen; denn jene
Gleichungen gehen nach der hier gewihlien Bezeichnung iber in:

) =0, w(g)=o

was nach der Gleichung (44.) nicht bestehen kann, ohne dass du’' = 0. Dieser
Werth aber geniigt jenen Gleichungen keineswegs. —

Setzt man in den Gleichungen (41.) s'——-‘f{— und s-——ikll, so dienen

dieselben dazu, den Functiohen Grts Pais welche mit Hilfe der Gleichun-
gen (23.) sich aus den Functionen M, M', ¢ zusammenselzen, eine einfachere
Gestalt zu geben. Denn schreibt man die Gleichungen (40.) in der Form:

M, = {4F(Z) 4 B2, (L) -,
(45.) M, = {C,‘F,, %>+Dn¢"<f§_ }e;:n/—-x,
| ~ {EF()+ Fp,()| e, .
so ergiebt sich aus (23.), (41.):

_Ry—1

s = ey (A B () H Bk (e
By—1

t
| + 2o R () 4.8, ()] e,
[Pt = "—2%—_{_;3-'{ n+lF< >+Bn+1<15 (rk» AtV—1
te

+ :t/jl—i "+1F( >+D,.+1<15( )} ey

Journal fiir Mathematik Bd. LXI Heft 8. 30
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Und auf diese Weise erhilt man durch Substitution der Werthe von g¢,.,,
Pa-1y Lo 0 (19) die folgenden definitiven Ausdricke fir «,, »,, w,:

oz 2n——-i @ 0w r2e—t

w, = -1, S (tk)(xli e Y s e )
+ (T Gy e v )
B ik e s S e -2)
B CLI o R .
41)} 0, = ehv-q +F, (%') ::—;-: 8%;‘ + V’;;, Lkl 6‘@ g::: . aali» s %li,)

f!t‘- - i BB,H_, k”rg"“ ad Bn—-l
+ q)'( a >1/ 1(2n+3 dy  2n—l.a® Jy rot )

_!'lc_ }/—-l aD,.+1 ’ta}/—i.f’?""'l 0o D, OF,
+® ( ) n+1 ay + nb9 é:';r‘lw-d + O —% ax )«

_ 20201 :
F, (L"_) 7/"1 (27:5—3 azéiﬂ_‘gnr—-i a@’ 385 :i::l‘
tk\/v—18C, L Ey—1./m1 9 C,— oE, OE,
w”_; e + F., ( >(n+1 d: nb* 95 r""“: +y gr Ty
2, 2au1
+¢, ( )1/ 1(2n+d agﬂz“—Zli::J}z gz f’:::
T\ Y—1 8Dy | WY =170 & Doy | OF, __ OF,
+r‘b("_> n-1 Bz+ + _ nb* 5 r"‘":+ gz % oy /-
Die Aufsuchung der Functionen w, v, w ist hierdurch auf die Aufsuchung der
Kugelfunctionen 4, B, C, D, E, F zurickgefihrt; und die letztere erfolgt in
denjenigen Fallen, fir welche diese Entwickelungen passend sind, mit Hilfe
linearer Gleichungen, welche sich aus (46.) ergeben. In solcher Weise ent~
halten diese Gleichungen die Losung aller Probleme, in welchen die Bewegun~
gen auf zwei concentrischen Kugelschalen gegeben sind, oder auf ciner Kugel-
schale, mit der Bedingung ins Unendliche frei verlaufen zu konnen. Da
inzwischen die Losungen dieser Aufgaben nach dem Vorigen auf der Hand
liegen, so wird es nicht nothig, im Einzelnen allgemeine Probleme solcher
Natur eingehender zu verfolgen.
Mogen die Grenzbedingungen wieder gegeben sein, wie in §. 6; so
dass eine Kugel vom Radius & die einfallenden Bewegungen in den un~ .

L
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endlichen Raum hinaus reflectirt. Dann milssen, da nur Functionen von
v—at, t—bt vorkommen diirfen, alle diejenigen Glieder verschwinden, welche
mit den Functionen F,.G;k), F,,(%i) multiplicirt sind; es miissen also die Ku- -
gelfunctionen A, C, E sammtlich gleich Null sein. Setzt man dann t=3,
und in (45), (46.) fir g¢., p., ¢, die Werthe '

‘ —P,."t, —0,.e 1, T, .1,

welche den aus der einfallenden Bewegung entspringenden Gliedern gleich
und enigegengesetzt sind, so erhalt man zur Bestimmung der B, D, F fol-
gendes System von linearen Gleichungen:

~§,}j§-}-8@.ﬂ(ﬁ’i)+(ﬂgb, Db, ~) -
e X ek)+ —D#,.(§) = P,

Fn¢n (T = '—'Tn’
aus deren Auflosung sich die Werthe ergeben*):

1 — EQ—”- Dy < ¢k ) 4 — L n+1<i,f‘>

2 .

= @nt1)y-15 T T
" ‘ n+1(éA) pn—l(ék)+n+i n+l< k)‘bn-—l( ) k
o Q” e +k2P (D,, s .
(48) - -t a 1Sk ) +1<£k %’
— n+l( )‘D,.._1( >+ o »+1( )‘I%.-l( ) '
F, = T
.(’pn a5

Durch diese Gleichungen im Verein mit (47.) sind w, », w vollig bestimmt;
und es ist auch sehr leicht, von der imagindiren Form zu den reellen Aus-
driicken iberzugehen. ’

* Fir # =0 muss mit H; auch Do verschwinden, und man hat also
o 0
B [
k’y’-—l ek
()

30*
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$. 8.
Betrachtung eines einzelnen Erregungspunktes.

Nach dem Beispiel von Helmholtz (dieses Journal Bd. 57) kann man,
wenn es sich nur um Bewegungen handelt, deren Quellen in endlicher Ent-
fernung liegen, und welche ins Unendliche frei ver]aufen konnen, als ein-
fachste Losungen der Gleichung \

49) %2 =aag
dlejemgen hetrachten, welche von der Form sind:
o k(R——-at) A(R—-at)
R co a
R K R ?

(50.)
und in welchen

= Y(@—z)"+(y —yo)'+ (3 — 20}’
dle Enifernung von einem festen Punkle z,, y,, 3, bedeutet. Diese Losungen
haben die Eigenschaft, nur fir diesen Punkt unendlich  gross zu werden, fir
alle anderen Punkie des Raumes aber endliche Werthe zu behalten. Man
kann also die durch (50.) dargestellten Bewegungen so auffassen, als nahmen
sie ihren Ursprung in einem Erregungspunkte, dessen Coordinaten z,, g, 2,
sind. Aus dem angefiihrien Aufsatz folgt sodann, dass beliebige in einem
Medium vorhandene Erschiitterungen sich eniweder auf solche zuriickfithren
lassen, welche von derartigen Erregungspunkten ausgehen, oder auf andere,
welche aus Paaren unendlich nahe liegender| Erregungspunkie enispringen,
deren Intensitat unendlich gross ist (a. a. 0. p. 23, 24). Es wird also jeden-
falls geniigen, das im Vorigen behandelte Problem der Reflexion an einer
Kugelfliche fiar den Fall zu untersuchen, wo die einfallenden Bewegungen
von der Form (50.) sind und also von einem einzigen Punkte x,, y,,
ausgehen. An Stelle der Losungen (50.) aber werde ich der Bequemlichkeit
der Rechnung wegen die imagindre Losung

: o -Z—(R—-a()_ Yt

R -
betrachten, aus welcher eine zweite sofort durch Aenderung des Vorzeichens
von y/—1 entsteht, wihrend aus einer Combination beider die Losungen (50.)
erhalten werden. ' ,
Auf dieselbe Weise kann man bei der Behandlung der Gleichung

8'77 — bzdz
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sich auf die Untersuchung der Losung
' — 5 (R—btyy =t
» ‘ R
‘beschrﬁnken; und indem man beides in die Ausdricke einfihrt, welche nach
dem Saiz 1. fiir die Componenten der Bewegung gefunden waren, erhilt man
fir die einfallenden Bewegungen von der Schwingungsdauer —27:3, welche von

dem Erregungspunkte ausgehen, die einfachen Ausdricke:
_kRy-—1

z—z, 0 e ¢ fome
,Uzl‘ ) S LA
kR y—\ '
0 e @ .
(51) ¥V = kY Ry | LMY=t
__ sRy—1
(W = kz—};zo 8(3{‘ ¢ — eV
und '
kR y—1
U = C(y—y,)—B(—2,) ) _‘2_ L€ ° grtr—1
\ R OR R 4
*RY—1
(52.) . . A(z—z,)~Cl@—a,) _a_ L€ b R
V= : B JR B en,
. kRy—1
_ Ble—z)—A@—y) O ¢ °
W= * R * oR R A

Die Ausdriicke (51.) stellen longitudinale Schwingungen dar, da
(83.) U:V:W = @—zy:y—y,:5—5%, v
und ausserdem wird U+ V*4 W? nur Function von R, £, so dass die Be-
wegung sich nach allen Seiten mit gleicher Intensnat verbreitet.  Die Aus-
driccke (52.) hingegen, bei welchen
7 | UA+VB+WC = 0,
stellen geradlinige transversale Bewegungen dar, welche iberdies einer he-

stimmten Ebene :
(63.) dz+By+Cs =0

parallel sind. Auch wird
U+ VW = {(A4 B+ C*) R~ (A(:c-m.,)+B(y—-y.,)+0(z——z,,))2} F(R,t),
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so dass die Intensitét nicht mehr in allen Punkten einer um Tyy Yy, By be—
schriebenen Kugelfliche dieselbe ist, sondern in der gegen die Ebene (55.)
senkrechien Richtung iberall Null ist, und in den ihr parallelen Richtungen ihr
Maximum erreichl. Liegt der Punkt «,, 4., 5, in unendlich grosser Entfernung,
so verwandeln beide Bewegungen sich in ebene Wellen, von denen die erste
longitudinal, die zweite transversal und geradlinig polarisirt ist.

§. 9.

. , ~m Ryt .
Entwickelung von < B nach Kugelfunctionen.

Um diese Losungen in die Formeln des §.7 einfithren zu konnen, ist
es zunéchst nothwendig, dieselben nach Kugelfunctionen zu entwickeln. In-
zwischen seizen sich U, V, W aus den Differentialquotienten von Functionen
zusammen, welche in dem Schema

’ e—mRi—~1
R
enthalten sind; upd da nach Salz 4. die Entwicke]ungen der Differentialquo~
tienten sich sofort angeben lassen, sobald die Entwickelung der Grundfunction
hekannt ist, so geniigt es, zunichst die obige Function nach Kugelfunctionen
zu enlwickeln. : |

Selzt man ' ,

R = Yr'+ri—2rr,u,
wo. also

W=
?
rT,

g

und nimmt man r <7, an, so ist bekanntlich

T : |
T = ot PO+ PO,

and die Funetionen P sind durch die endliche Reihe definirt:

135.2n—1/ . nn—1 . . no—t.0—25—3 ot
1.2.3...n “"“2,2”_1!‘ +m‘u —eesn )

P(u) (ﬂ,) —_—

Ueberhaupt folgt, wenn man irgend eine Function von r, r,, w nach Potenzen
von u entwickelt, sodann aber stalt der Potenzreihe eine nach den P®™ fori-
schreitende Reihe bildet, dass jede derartige Function durch eine Entwickelung
nach’ den P darstellbar ist, deren Coefficienten allein von r, r, abhangen.
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An Stelle der Funclionen P™ benutze ich nnh, den hier aherall an-
gewandten Operationen enisprechend, die Functionen

1.3.5..2
(56.) Y, =5oy— ((wwu-i—yyn-%—zzn) o 1 i (et Yot 330) T — )

und halt man auch wieder, den obigen Bezeichnungen goméss, den Unterschied
zwischen r, v, r,, 7, fest, so wiirde die Entwickelung von ~—1- folgende Gestalt

annehmen: '
{1 1, % Y, .
O7) g =ttt

wihrend bei jeder anderen Function von R die Entwickelung ebenfalls aaf
die Y fihrt, multiplicirt mit gewissen Functionen von r und v,.
Ebendies tritt also auch ein fir die Entwickelung des vorliegenden

e~mR

Ausdrucks ———Rl— Aber derselbe geniigt ausserdem der Dlﬂ‘erenhalglexchung
' o4 mip = 0;
und setzt man also :

g—mRV~1

(568.) B

so sind die Coefficienten M Losungen der Gleichungen (nach (36.))

M, | 242 My | o :

@ tTr A& T M, =0,
sowie, wegen der Symmetrie des gegebenen Ausdrucks fiir + und 17 Losungen
der Gleichungen:

‘ = M) Y«)"“Mt Y1+M2 Y2+9

d"M 2n4-2 dM,
T, + ' dr,

oder, mit anderen Worten, M, ist eine lineare Funclion, sowchl von
F,(my),  P,(mr)

+mM, = 0;

als von
F,,(mru), d’”(m Vu)a (38')5

so dass in M, iberhaupt nur vier constante Coefficienten zu bestimmen dbrig
bleiben.

Kehren wir, um diese Bestimmung zu leisten, zu der Form

‘ R = yrit+r'—2rrp
zuritck, nach welcher

. Y u
—-~rym Yyl }/l-l- ---: 3 -2 ::o
e—mRV—1L e £ °

R - ‘/ r’ urr,
Yl ——2 =
[}] + ro r:
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zu seizen ist. Man erhalt die verlangte Entwickelung offenbar, wenn man
r’ rr . s

nach Potenzen von - ‘ur,“ entwickelt, und auf passende Weise ordnet.
L]

[

Aber man erkennt dann, dass ersilich nur €™ =1 nicht aber ¢"*'~! vor-
kommen kann, und dass zweitens von r nur gerade Potenzen vorkommen,
abgesehen von der Verbindung urry, welche ausschliesslich in die ¥ eingeht.
Das ersiere zeigt, dass F,(my,) in die Entwickelung iberhaupt nicht eingehen -
konne; das zweite lehrt, dass v nur in einer der Verbindungen: '
F,(mx)+ D, (mx), F,(mr)~D,(mr)
aufireten konne, je nachdem z ungerade oder gerade ist. Und es wird also:
My = Co Py, (me){F,, (mx)—D,, (mx)}-mé+,
M2»+1 = C2n+1 ¢2»+x (mfn) {F 1 (m).) -+ 472.;-;-1 (”m) } s,
In diesen Ausdriicken ist eine Potenz von m als Factor hinzugesetzt, weil
der Ausdruck (58.) durch Division mit m in eine Function von maz, my, ms,
mx,, my,, ms, bergeht, ohne m weiter zu enthalten; daher denn die C hier
reine Zahlen bedeuten. Eben deswegen kann man in diesen Ausdricken m
gegen Null convergiren lassen, wobei, wie man weiss, der Ausdruck (58.) in

+ und M, in ;;—2%;7 iibergeht. Die obigen Gleichungen also, welche man
in die eine: : ’ ‘
M, = C,.d,(mr,). m*+{F, (mx) —(—1)" &, (mr)} -

zusammenfassen kann, geben dann, indem &, (mv,) offenbar nach (39.) in

s 1.2.8..2n—1
.
ubergeht, fir C, den Ausdruck: -
' =)

C =3 T, (m2) — (= 1, (1)

Es kommt also nur noch auf die Bestimmung des lelzten Grenzwerthes an.
Zu dieser fithren die Gleichungen (43.). Denn aus denselben ergiebt sich sofort:

EH—I(S) _ Fn—u(8)+(2n;};i);/-1_ﬁ'”(s)’ ‘

| (58.)

B, (s) = L @— (2nj;i)1/—~1 Du ()

daher auch:

F,,+1.(s)v—~(-l)"f1¢5n+1(3) =
Y AR~ (1) B @)+ r (P 0) = (— 1)~ s ()}
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Lasst man nun s gegen Null convergiren, so kann man an Stelle dieser
Gleichung die einfachere ireten lassen:

RrAD)Y=1{F,(8) = (—1)" B, ()} +{Focs(8) — (1) B, (s)} = O,
und durch wiederholte Anwendung derselben findet sich:
g L =1r a2/~
F.(s)= (1) duls) = 1350yt Fo—P) = 7354 1
Es ergiebt sich also endlich:

2n+1

€= W1

und die gesuchte Entwickelung wird:

: —mRY—1 n=x 9, 1 4 . .
(59) “H—=% S A, () F, (me) —(—1 ) B, (me)} ¥,

Will man die Functionen £, ¢ einfihren, so wird dies:

e—mRy—1 =0

T R L et ¢
) amty—l__ —{)n —mp Yl mt Y1 4\ g e
() ST g ey SR
und wenn man das Reelle von dem Imaginiren trennt:

'%@ = m Y[f,(mr,)cos(ms,) — g, (mr,)sin(mr,)] [fo(ﬁr) sin(mr) 4 i, (mx) cos(mr)]
—8m’ Y [ [, (mv,) sin(mry) + o, (e, deos(mr, )] [ £, (mr)cos(mr) — g, (mr) sin (me)]
+5m*Y, [fz(mro)coscmto) — @ (mx,)sin (mr,)] [fa(mr) sin (mt)+g, (mr) COS(”“')]‘
—m’Y, [f;(mro)s‘n(mro)+ %(mfo)cos(m‘f )] [fs(mr) COSC"m‘) %('m) sin (mf)]

(61.) sinmRB '

B = m Yo £, (v, )sin(me,) 4, (mr,) coscmrm [, ) inGme) -+ g ) cos (mt>]
+3m* Y, [f, (mx, )eos(mr,) — ¢, (mr, ) sin (my, Y] [ £, (mr) cos(mr) — ¢p, (mr) sin (mr)]
+5m> Y, [ f,(me, Jsin(mr,) + (fz(mto)cos(’mo 1L, (my)sin (me) + o, (mr)cos (mr)]
+7m’ s[ f,(mrn)cos(mto) ¢3(mt,,) sin (mro}] [f, (mr) coe(mr) — (mr) sin (mr)] ‘

In der ersten dieser Enthckelungen ist 'nothwendxg Ty >t vorausgesetzt.
Auch bei der zweiten war dies urspriinglich der Fall; da inzwischen die
Entwickelung fir v, %, symmetrisch ausgefallen ist, wird die Voraussetzung
gleichgiltig. Ein derartiges Verhalten wird ibrigens von vorn herein klar,
wenn man bemerkt, dass 5%"; sich unmittelbar nach positiven Potenzen von
R* entwickeln lasst. ‘ ’
Journal fir Mathematik Bd.LXI. Heft3, : 31
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$. 10.
Entwickelung der Verschiebungen fiir die emfallende Bewegung,

Um aus (59.) die Entwickelungen fir die Componenten der einfallenden -
Bewegung abzuleiten, muss man zunichst die Differentialquotienten des Aus~
drucks (59.) nach den Coordinaten in Reihen entwickeln, welche nach den
Kugelfunctionen fortschreiten; was mit Hilfe des Satzes 4. geschieht. Ich
bemerke zuvorderst, dass die Bildung der Ausdricke T,, S, sich sehr einfach -
gestaltet, wenn man die Gleichungen (41.) benutzt, so wie die entsprechenden
fir die &, welche aus jenen durch Aenderung des Zeichens von y-—1 her—-
vorgehen. Denn man erhélt so:

1 8.3 F, s (mr)— (_1)u+2(1),,+1(mr)}

EIE) or 1/ 1. {F (mt) (“1)"¢n(mt)}
LA T P @O) ot (R o) — (—1)" b, ()},
Setzt man nun: _
g emBv- 3 * x
2 T = MM M e
—mRV—1 :
;% L = M MM
~mR y—1 [
S T MMM

so findet sich aus den Formeln des angefiihrien Satzes:
M = i B () — (1) b, ()|
[m Do (m%)
My = gt | F, () — (—1)" B, (me)]
[m D, (mv) =5 aY,,“
— g+ | F () (1), ()
[m b, ., (mvo) aY"+

a Yn+ 6 Yn-—-l ‘

8 r"""" ?

D, (mry) .+

<¢2~> o). G ],

y '.211—- 1

= —b,_, (mxy) .42+ Y""]

65 r?n-—l

Aus diesen Functionen setzen sich nach (51.), (52.) die Verschiebungen der
einfallenden Bewegung aufs Emfachste zusammen; es wird:
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fir ‘einfallende Longitudinalbewegungen m=—§j und:
U = K" | M4 My 4 Mo
(63.) (V= Ke""='|M) -+ + M) 4.}, \(m;_f;)
W = KV |Ms + M +Mit-oo|,

fir einfallende Transvers:ilbewégungen m='—11:~ und :

(U = " O] + M) + M+ ) —B(M; +M; M, )],
(64.)( V = &'~ AWMy +M; + M, ) — C(My + M+ M + -], (m——.=—§—)

W = " B(My + M+ My +-)— AM) +M] + M +--)},
wodurch die in Rede stehenden Eniwickelungen gegeben sind.

§. 11
Reflectirte Bewegung fiir einfallende Longitudinalbewegungen.

Die reflectirten Bewegungen erhilt man in den Gleichungen (47.), (48.)
ausgedriickt durch die Functionen P,, Q,, T,. Um diese letzteren zu bilden,
hat man in den Ausdricken der U, V, W zunichst v=¢ zu setzen, und den
Factor ¢*~* auszulassen, sodann aber mit dem Reste diejenigen Operationen
vorzunehmen, welche in den Formeln (21.) die Functionen p,, g., ¢, gegeben
haben. Setzen wir der Kirze wegen

(e, = 1}(_.)““ () - —ype,(B)] @, (B,
b = -1 )R- re. ()l e (),

so hat man in (1.) also fir u,, »,, w, die Ausdrucke einzusetzen:
- Kot g & T,

8$ pn—L

(65.)

K(e, GY”+‘+/5 it 2 5 RN

8 Y;x—-l

R WA

K( aY,.+1 +ﬂ,. 2n--1

um diejenigen reflectirten Bewegungen zu erhalten, welche aus den einfallen-
den Longitudinalbewegungen hervorgehen. Bemerken wir nun, dass

£1Y,,=0, £(F=L)=0,

31 %
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dass ferner Y, ., und { — homogene Functionen bezughch von den Ord-.
nungen n+1 und —z sind; bemerken wir endlich, dass der Ausdruck ’
dw OIv ou Sw\, (Ov Ju\
‘”(gg*z;)ﬂ(@;”@?)“(gz”gg
immer verschwindet, wenn
0 o
w= L4 fr, )5,
0 0
o= Gt [l ¥) s
0 0
w = ”gg“*"f(r; 1/’)'?9%7
wo @, ¥ beliéhige Functionen bezeichnen, — so0 ergiebt sich sofort:
’ ( Qn-fl = K'ﬁﬁ' Yn——l?

(650..) Pn+l = K' an- Yn+l)
' T. =0.

n

Hiernach verschwindet von den Ausdricken B,, D,, F,, welche durch (48.)
bestimmt sind, der letzte vollstandig, wahrend die beiden anderen mit Y, pro-
_portional werden. Setzt man sodann

(65" B,=@u+1)y—1K¥, -3, D,=y-1K¥, L

wobei die B, 4, N constante Coefficienten smd) so erhalten die «,, o,, w,
die Form:

, SNTE:) A ey 0 Yo
(= —Er o, S5 ra % e
(66) (o, = —-Ke"”,’"‘{ ‘SY"“ ot £ Tt
8Y J %,
_— k1Y —1 __’_';f'_-l__ ntl Y et
w, = —Ke {9,, 5 0,7 o }5
die ¢,, o, sind Functionen von v allein, namlich:
vk thN dnps
S() _ q)n a Bn+l+q) ( n+1
n Nn . K
(67.) " *
?" T ("" Booit e 5 (

- N n—1 ?
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und die Constanten B, 4, N haben die Bedeutungen:

B = 2. () [ (Rl -coman () o)
~+;¢“T'1 (F., (-’g—) —(-tre, (B e, oI} |

2. = 42 (T 0 o () () B (Bt ()
W O N

Der zweite dieser Ausdriicke lasst sich inzwischen leicht noch in einer viel
einfacheren Gestalt darstellen. Aus den Gleichungen (58.) ergiebt sich
nimlich sofort:

Fed®) P ()= Pes(0) Fuass) = —ZEV (0 05 ()4 @0 o)p o),

(68.)

N, =

Aber aus denselben Gleiéhungeh folgt auch:
Fn+1 (s) d)" (3) +.§bn+“1 (s) F,,(S) = :_% {Fn (s) (pn—jl-(s) + ';bn (s) Fn—-l (s»

oder durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung auf sich selbst:

cay N ‘ 2
(68%)  F.p.(s)Pu(s)+ Dyy1(8)F,(s) = pery {F1(8) Dy () + Dy (8)Fo(s)} = =
und also auch:

2n+1.y—1
Fn—l(s) (ﬁ,,_fl (s) - (z)n-l (8) Fn+1 (8) = - g—zl_{..—__‘{__ .

s2n+4

Man erhélt daher, indem man diesen Werth in 4, einfiihrt:
b’ 3 .k,
(69) 4, = —@ut+1). e (1), (B2) 1.

Die Gleichungen (66.) zeigen, dass die reflectirten Bewegungen, welche
nach irgend einem Punkte c, Y, 5 gelangen, in derjenigen Ebene enthalten
sind, welche durch diesen Punkt selbst, durch den Erregungspunkt und durch
den Kugelmittelpunkt gelegt wird; was von vorn herein wegen der Symmetrie
zu erwarten war, welche in Bezug auf die Verbindungslinie der beiden letzt-
genannten Punkte bei einfallenden Longitudinalbewegungen stattfindet. Um
aus der Gleichung (66.) dies Verhalten abzuleiten, bemerke man nur,  dass
x, Y, 5 in den Y nur in den beiden Verbindungen

(69%) r= ;/x2-}—y2+ 3, 1= xxo+Yyo+ 53,
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enthalten sind. Setzt man also

, o 0%, '
— e &t Y—1 "*rl 2n+ P
IT, = — K¢ {() g, 181' Ee g,,
Yo 81,. Jd daYy,
—_— 7}t -H 2n S lnm
=, = — Keé' + o, — e }

so nehmen #,, o,, w, die Gestalt an:

4, = ml)IIn+wZn:
’Dn = !IuIT.."t‘yzﬂ-,
wn = 'z(ll]n+z‘2n9
und setzt man If =II+1l, 4+, Z=2Z,+Z2+4..., s0 ist ebenso:
% = oy llt+zZ,
0 = yll+y =,
w = 5 IT+z=2,
woraus die in Rede stehende Eigenschaft sich ohne Weiteres ergiebt. -
Andererseits sondern sich die durch (66.) dargestelltlen Bewegungen
sofort in zwei Theile, deren einer die Coefficienten B enthalt, wahrend der
andere die 4 enthidlt. Die im ersten Theil enthaltenen Schwingungen haben
die Fortpﬁanzungsgeschwmdlgkelt a*), fahren Verdichtungen und Verdinnungen

des Mediums mit sich, und lassen sich durch }ongﬂudmale Bewegungen aus—
driicken. Fir die anderen, welche mit der Fortpﬂanzungsgeschwindigkeit b

begabt sind, verschwindet der Ausdruck ———-{— + 6 ; es finden weder Ver-
dichtungen noch Verdiinnungen statt, und d1e Schwmgungen ‘dieses Theils
sind in transversale Bewegungen aufloshar. Die letzte Art der Bewegung
kann ebensowenig wie die erste Art jemals vollstandig fehlen; und man er-

kennt davaus, dass die Reflexion longitudinaler Wellen an einer Kugelfiiche
niemals geschehen kann, okne dass, neben denm reflectirten Longitudinalwellen,

: . . .
#*) Da niimlich die ‘D,.(—%—) den Exponentialfactor ¢ @' enthilt, so haben die

betreffenden Glieder den Factor ¢ (1_ —"-) " = cos (ld - -r!i> +v -1 sin (kt - %—) ’
welcher einer Welle mit der Fortpﬁanzungsgeschwmdlgkext a entspncht Ebenso

haben die anderen Glieder den Factor e (1 ")")
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auch reflectivte Transversalwellen sich bilden, welche sich mit der den Trans-
versalwellen eigenthiimlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit ausbreiten.

§. 12.
Reflexion einfallender Transversalbewegungen.

Um die reflectirten Bewegungen zu bestimmen, welche enlstehen. wenn
die einfallenden Bewegungen durch (64.). dargestellt sind, bemerke man zu-
nichst, dass die n'" Glieder der Ausdriicke (64.) die Gestalt haben:

U,.*e"”“{ "(CGY.‘H* c?YnH)_H (C d You pd Yo r,,,,f,l},

o Y 7.2n—-l az P Ty
s — 8 K‘ a Yll d Y:l— 8 yu-— 3T
V= e (g - 0 ) 4 g (A w5 O 2y e,

AT+ 0B A ).

W‘ —— eu;——l{ (Baynﬂ

wo die Coefficienten o, (3, wenn man zugleich r = ¢ seizi, die Bedeutungen

annehmen:

. B3 - .

oo = (3 R‘<k7)f(—1)"¢,, ) e, (50,
7. = 4G R C-cre() (5):

dieselben unterscheiden sich von «,, {3, in (65.) nur dadurch, dass 6 an die
Stelle von @ gesetzt ist. Um nun hieraus die Ausdriicke fir P,, Q,, 1, zu
bilden, hat man nur in den Werthen von U,, V,, W, den Factor ¢*'~* aus~
zulassen und den Rest an Stelle von #,, v,, w, in die Gleichungen (21.) einzu-
fihren. Mit Riicksicht auf die bekannten Eigenschafien der Y ergiebt sich dann:

(70.)

4

Qn—l = _%' n—19
(1) (Pun = 77 Pes
@ o B
Tn = n—l—i qfu ";"'Xn:

und £2,, ¥,, X, bedeuten dabei die folgenden aus den Y, abgeleiteten
Functionen:

)
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oY,

A =z o A z a,,":f
2, =B y %1;" =B y ?/ué-a;;“, (vgl. (69°.))
C s % C 5 3
(72) (¥, = 3Y»+I+Bar.,+,+can+1
= (Ao+By+Ca) =5 GY““ + (A, + By Ca) 252,

X, = "n—«))(A i Yu—-1+B 3 Y""I_LC,Q Y,

8.1' pin—1 Oy pia—t 1 Oz rin—1

= (A By-+ O™ ot (ot By G 25

Fihrt man nun die Ausdricke (71.) in die Glewhungen (47.), (48) ein,

welche die reflectirten Bewegungen angeben, so wird

Fo=—2r1

"3" B

(72°.) B, = (2n+1)y~1- .Q ¥ , D, = y~1.8

und es findet sich fir «,, v,, w, die Form:
I:H’-—l; /8~Qn+l ! o2l Y a *Qn——l

| Uy = —e€ Tz yin=i

+0

®, (.Eli)

+(J) [n::‘i & 8y ) & z—d_‘f—

L
(73.) \ @, vk «
SR ”[,:;1 ) (.58

D, )

k!V—-lt i a‘gﬂ—i-l

* a-Qn-{-l a Qu—-l

n4-L
+ r2+ ay rﬁn—L

e

' adndt 9 d Qn-—l

82, rin—1

O

w, =

i (rk)[ o yaw"~xaw ﬂ..
! : lb ( n-4-1 oz Jy

2)

_&
1ql ‘—‘X»

.

=
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Hier sind «,, 3, die durch (70.) definirten Constanten; ¢,, o, sind Functionen
von v, welche den ¢,, o, (67.) ganz analog sind; denn es ist:

@, (-%t-) Buti+ o, (.%k_ . Hug

'  n4-14
()" - Nu-{-l ’
(74) th vk z/,._;
, —-——-——-‘D( ) Bn—l+ bﬁ(b ( )
On = Nn-—-l '

Die Grossen B,, 4., N, endlich sind constant, und zwar behdlt der Nenner
N, genau die Bedeutung, welche in den Glelchunven (68.) ihm beigelegt

wurde, B,, 4, aber erhalten die mit B,, , in gewisser Weise analogen
Ausdriicke:

( 2041 i
B,';—- 1, (kr) n)"+1 [‘I’w;(fk)E‘.—x(ék) ‘R.-x(il:)Fn“(ék)]

_ 2l ' kr,
@5) | = T wal e -2,(5)7 -1,

- B (o) () )

"1}' o ( n+l<k€> ( 1)1- Hd’MA )‘ﬁﬂ_l(hs );

Die Gleichungen (73.)—(75.) enthalten vollstandig die Losung des Problems, die
Bestimmung der reflectirten Bewegungen bei einfallenden Transversalwellen.
Vergleicht man die Ausdriicke (73.) mit (66.), so erkennt man in den beiden
ersten Theilen der rechten Seite eine formelle Aehnlichkeit. In der That hestehen
auch hier diese Theile einerseits aus Gliedern, welche Schwingungen von der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit @ darstellen, und -in Longitudinalwellen auf-
losbar. sind — es sind die mit den Coefficienten B’ behafteten Glieder —,
wihrend andere, die mit den 4' mulliplicirten, Bewegungen von der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit b geben, und in Transversalwellen auflosbar sind,
Bewegungen, bei denen die Dichtigkeit nirgend geéndert wird. Von der Art
dieser letzteren sind auch die Bewegungen, welche durch die dritten Theile
der rechten Seiten in (73.) dargestellt werden, denn auch sie enthalten den Factor

ek(1~ ))ﬂl, und haben also die Foripflanzungsgeschwindigkeit . Diese Schwin-

gungen sind noch insbesondere dadurch characterisirt, dass der aus ihnen

entspringende Theil des Ausdrucks ux--vy-+wz offenbar verschwindet, d. h.
Journal fiir Mathematil Bd. LXI. Heft. 3. 32
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dass dieselben an jeder Stelle senkrecht sind gegen den nach dem Kugel-
mittelpunkt gezogenen Radius. '

Man sieht, dass auch hier im Aligemeinen immer neben den reflectirien
Transversalwellen reflectirte Longitudinalwellen aufireten. Aber es giebt einen
einzigen Fall, wo solche Wellen nicht hinzutreten; dieser Fall, welcher von
besonderem Interesse ist, soll im Folgenden naher beirachiet werden.

-§. 18.
Untersﬁchung des besonderen Falles, wo die einfallenden Transversalwellen keine

‘ reflectirten Longitudinalwellen hervorrafen. '

Am Ende des §.8 ist dann erinnert worden, dass die einfachen Trans-
versalwellen, wie sie durch die Gleichungen (52.) dargestellt sind, die Be~
wegungen keineswegs nach allen Seiten gleichmassig verbreiten, sondern dass
sogar eine bestimmte Richtung existirt, in welcher @berhaupt gar keine Bewegung
entsteht, Diese Richtung ist dadurch bestimmt, dass die Cosinus, welche sie
gegen die Coordinatenaxen bildet, den Constanten 4, B, C proportional sind.
Es sei nun erlaubt, diese Richiung der Kirze wegen als Axe der Bewegung
zu bezeichnen, eine Benennung, welche durch folgende geometrische Betrach-
tung gerechifertigt wird. Denken wir uns nimlich eine Kugelfliche mit dem
constanten Radius B um das Centrum der Bewegungen beschrieben, und be-
trachten die Bewegungen der auf dieser Kugelftiche befindlichen Punkte.
Fallen wir von einem Punkte @, y, s dieser Fliche ein Loth ¢ auf die Axe
und, nachdem der Punkt die kleinen Verschiebingen u, », w erfahren hat, ein
zweites; dasselbe liegt mit ¢ in einer Ebene, da nach (52.) wegen der Gleichung

v - uA4oB+wC = 0 ‘
die Verschiebungen gegen die Axe senkrecht geschehen; und sei ¢ der un—-
endlich kleine Winkel beider Lothe gegen einander. Die absolute Grosse der
Verschiebung ist also, da ¢ sehr klein ist, ¢.¢, wihrend

2 v'l 2 — 2, B(y-— A Iy} —2%, 2
¢ = (z—2)+(y—yn) +(5~‘,§!,) _ 4@ w)-ihiygﬂ.?{_é;i— (3 —%))

Endlich sind die Cosinus, welche die Verschiebungsrichtung mit den Axen bildet:
Cly—y,)—Ba—%) '
o VA +B+C
A—3)—~Clz—2,)
o VA B C
- B@—a,)—A(y—y,)
' 0. YA+ B FC°

b

Y
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und indem man also die Projeétionen der Linie ¢.¢ auf die Axen bildet, er-
halt man: ‘ ‘ ‘
CY—y)—-BE—z,)
U= = 02,
YA+ B C? »
V = A(z——-zu)——C(a:-*wu)
= p———— : . y
yA&'+B £ C
W — B(z—wo)—ACy-z/o>‘¢_
X VA.Z"]LB’_""C’ ‘
Vergleicht man dies endlich mit den Gleichungen (52.), so ergiebt sich:

kR

_ YITIBFC 8 o @
P = R IR B

ettt

Die Grosse ¢ ist also fiir alle Punkte der Kugelflache dieselbe, und
man darf sich daher die in Rede stehende Bewegung so vorstellen, als 0b alle
einer solchen Kugelfiiche angehorigen Punkte eine feste Schale bildeten, welche
um die oben als Axe beseichnete Linie oscillirf. Der ganze Raum erscheint
dann in solche ‘Schalen getheilt; die Schwingungsdauer ist fir alle dieselbe,
und die wellenartige Bewegung besteht darin, dass die &usseren Schalen immer
spiter die Bewegungen der|inneren Schalen, mit gleicher Schwingungsdauer
aber abnehmender Amplitude, wiederholen.

Bemerkt man nun, dass in den Formeln fir die reflectirte Bewegung.
die Functionen £2 sammtlich mit dem Factor

A z =z
B y w
C z 3

behaftet sind, welcher verschwindet, wenn

: A:B:C = z,:y4,: 5,
so ergiebt sich sofort, dass alle aus den 2 entspringenden Terme der re-
- flectirten Bewegung verschwinden, sobald die Axe durch den Mittelpunkt der
reflectirenden Kugel geht. In dicsem besonderen Falle giebt es also wunter
den reflectirten Bewegungen keine longitudinalen. Und die Schwingungsrich—
tunged der reflectirten und einfallenden Bewegungen werden fir jeden Punkt
identisch, da beide stets gegen die durch den betreffenden Punkt und durch
die Axe gelegte Ebene senkrecht sind, ‘

32 %
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In der That, setzen wir

(16) A=K2, B=glk C=R.2

so ergiebi sich aus (72.):

T 0¥, Y,
¥, = K~{Tro—-—§rﬂ~+r.,—-?ril§,
(77.) 7 ‘
a3 Y, ., oY,
X = K5 e S

und ferner, da %, X nur noch von r, v abhingen, die Differentiation nach r
aber fir die Ausdricke (73.) offenbar nur verschwindende Terme giebt:

"’(er){ v W, 4. o, |
b

u, = “ek“v_l-(53/0‘y50)’"'—'_57_ nti &  u o
‘f’"(‘zr), |
\ vk )
o) e ow g oex,

. ) : b
(78) {on =~ (@a)—za,)- ‘Jc*{n—x—t & n oo o
o, (3 |
: vk : .
ke y—1 @ <T) e, W, B oX,
Yn = e -<-'/””0—“’?/°)'T§*{m'ér"7 =
(%) |

Gleichungen, welche die Gleichungen °
UT + 0,y +w,5 = 0,
, U@yt w5 = 0
nach sich ziehen, und somit die oben erwahnte Eigenschaft darlegen.

Die Gleicl;ungen (78.) lassen sich noch einfacher darstellen, indem die
Functionen ¥, .1, X, in der durch (77.) gegebenen Form sofort auf die Y zuriick-
fihren. Es ist zu diesem Ende nur nothig, die partiellen Differentialgleichungen
aufzustellen, welchen die ¥ geniigen. Die erste derselben erhalt man sofort,
indem man bemerkt, dass ¥, eine homogene Function n'*r Ordnung von = und
r ist; man hat daher nach den allgemeinen Satzen iber homogene Functionen:

(79) nY,', = rw—-*-'l'—a?-‘

Ferner ist aber -';”—Y;";'_-.—.P(")(p), wenn /L:—WL; und da die Function P™(4)
o N [

der Gleichung 5 . |
0= ”-”+1-P(")(M)+§ﬁ-[(1—~u’) a”(l‘)]
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geniigt, so folgt fur Y, die Bedingungscleichung'

(80.)‘ n.u41.%, [(r ro—1

Mit Hilfe der Gleichung (79.) giebt man derse]ben leicht mannigfaltige For-
men, unter denen ich nur folgende anfﬁhre-

98] = 0.

j A 9 Y
(wHr G 2 g =) S = 0,

d( t 0¥, Y, n 0Y,
(81.) ot { rr, Or +r Chr-ra §+TF‘ o 0,
Jd jarmtt 9 Y, 8Y () o ¥,
Lot T, Or rvtl +ror® r, Or TEmL T 0.

Aus den beiden letzten Formen- gehen mit Riicksicht auf (77.) sofort die Glei-
chungen hervor:

3W, _ _pontl 8
or rry,  or
0X, . w2 9 Y,
5 = Koo

Wenn man jetzt diese Ausdriicke, so wie die von o, (3, einfiihrt, so ergeben
sich endlich fir w,, v, ®, die folgenden Werthe: .

u, = Ke"""'(syy—yz,). H,,
(81+) % v, = Ke"V (xz,—3). H,,
w, = Ke'""(yry—ay,). H,,

wo <rk)
2n+4-1 &
o | e
| {8 o (O 40

Ganz dhnlich wird fir die einfallende Bewegung nach (62.), (64.)
U, = —Ke" ' (zy,~ys). 4,
V, = —Ké"" " (23,—3za,). J,,
W, = —K e’“’V Y yzo—ay,). J,.

(83.)

wo

(84')'.J“=7}({f—2"“{ F()~(-1re ( ! B
.%___ n*l(]tl,, aY,,+1 d’,._d(kl oo Yot }

rr, or T, Gr e
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sobald v < v,; und man sieht ohne Weueres, wodurch die Bechnung verificirt
wird, dass fir v=¢ auch J, = H, und also

+U, =0, 0,4+V,=0, w,+W,=0, ;
Die Formeln (83.) gelten nicht mehr, wenn ¢ >>1r,. In diesem Falle hat man
in der Entwickelung (59.) v mit r, zu vertauschen; und indem man dann mit
Hilfe des erhalienen Ausdrucks und des vierten Theorems die Entwickelungen

der Ausdriicke (52.) blldet und zuglemh fir 4, B, C die speciellen 'Werlhe
(76.) einfithrt, erhilt man:

U, = Ke''(zg,—y=).J,,
(85.) V. = Ke""' zz,—s5z,). J.,
I/V,,, = Ke,'“ ’(!/;c()_$,/uf"]np

7= 1) () e (R () — (s, () P

‘ : rry or
(86.)
2 — k 0 Y
—_(l(”_‘ ) ( 1) ld)”"l( L >) or r'""ié
Die nothwendige Uebereinstimmung der Ausdricke (83), (85.) fur r=r, wird

- mit Hilfe der Gleichung (68°.) leicht auf bekannte Relationen zwischen den
P®(u) zurickgefihrt. :

wobei

‘ §. 14
Einfiihrung von Erregungspunkten, welche, abf einer Kugelfliche gelagert,
die reflectirten Bewegungen hervorrufen.

Die allgemeinen Losungen, welche in den vorhergehenden Paragraphen
enthalten sind, kann man noch unter einem anderen Gesichispunkie darstellen,
indem man slait der reflectirenden Kugel sich beliebige Oberflachen im Innern
derselben gelegt denkt, und diese mit Erregungspunkten dergestalt belegt,
dass die gewahlten Erregungspunkie fir sich genau dieselben Bewegungen
hervorrufen wiirden, wie die reflectirende Kugel. In solcher Weise ersetst
man, wenn stait der Kugel eine spiegelnde Ebene gegeben ist, die Wirkung
derselben durch Annahme eines einzigen Erregungspunkies, des Spiegelbildes.
Ein solcher einzelner Punkt geniigt nun im vorliegenden Falle nicht mehr;
man bedarf deren unendlich viele, und weiss nur, dass alle diese Punkte, in
welchen einzelne Theile der zu substituirenden Bewegungen unendlich werden
konneu sammtlich im Innern der Kugel, d. h. ausserhalb des bewegten Medmms,
anzunehmen sind. Durch eine solche Darstellung erlangt man den nicht
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unwesentlichen Vortheil, ein von vier Verdnderlichen abhidngiges Problem
auf ein anderes zurickzufiihren, welches nur zwei Variable enthalt, die
beiden Coordinaten, durch welche die specielle Lage eines Erregungspunktes
auf der Oberfliche bestimmt ist. Wie man die Oberfliche, welche von solchen
Punkien gebildet werden soll, annehmen will, ist von vorn herein beliebig;
doch ist es durch den Charakier der obigen Entwickelungen, wenn man nicht
in unabsehbare Rechnungen gestiirst werden will, bedingt, sie als eine Kugel-
fliche anzunehmen, welche der gegebenen concentrisch ist. Der Radius' dieser
Kugel ist dann im Allgemeinen noch willkirlich, doch so, dass eine unendlich
grosse Anzahl discreter Werthe ausgeschlossen ist; diejenigen namlich, fir
welche einer der Ausdricke

F(E)—(—tye (L), FED-1re.(5)
verschwindet. Auf einen Umstand ahnlicher Art hat schon Helmholts (dieses
Journal Bd. 57, p. 24) aufmerksam gemacht. :

In den oben entwickelten Problemen bestanden die reflectirten Bewe-
gungen zum Theil aus longitudinalen, zum Theil aus transversalen Schwin-
gungen; oder, was dasselbe sagt, zum Theil aus Schwingungen von der
Fortpﬂanzungsge'schwindigkei‘t a, zum Theil aus anderen mit der Fortpllanzungs-
geschwindigkeit 5. - Ebenso werden also von den zu substituirenden Erregungs—
punkten beide Arten von Schwingungen -ausgehen missen; und man wird
also von vorn herein die Aufgabe theilen konnen, indem man zuerst Er-
regungspunkte sucht, welche, Longitudinalschwingungen aussendend, im Stande
sind, den ersten Theil der reflectirten Bewegungen hervorzurufen; sodann
andere, welche figlich auf einer anderen Kugelfliche angenommen werden
konnen, und welche, transversal schwingend, den anderen Theil der reflectirten
Bewegungen darstellen.

Der erste Theil der Aufgabe ist immer sehr leicht zu losen. Der von
den longitudinalen Bewegungen herriihrende Theil der Geschwmdxgkelten hat
ein Potenhal, sei dasselbe

Ein solches Potential kommt auch den zu substituirenden ErregunGSpunkten
zu, und zwar ist dasselbe eine Summe von Gliedern wie
‘ il R
.K.eky—-l(i—T) '
R
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Man hat also nur die Entwickelung der aus solchen Gliedern gebildeten
Summe oder des entsprechenden Iniegrals dem gegebenen Geschwindigkeits—
potentiale gleich zu selzen, um die Vertheilung der Erregungspunkte zu finden.

Der zweite Theil der Aufgabe fordert einige vorbereitende Betrach~
tungen. Die Transversalbewegungen, welche von den zu substitnirenden
Erregungspunkten ausgehen, haben immer die Form

g o GHSM
= ey T e

" ona M SMw
(86%) (o = ——rr,
w — OM _EMx

\ oz cy °
wo M*, M" M (vgl. (52 )) Summen der Form

K.’ <1_ T>

—‘."“T"—‘
sind. Aber in dieser Form erscheinen die enisprechenden Theile der reflec~
lirlen Bewegungen noch keineswegs, obgleich sie immer, und zwar auf un-
endlich viele Arten, derselben fihig sind. Ich werde also zuerst zeigen, wie
man eine, irgendwie gegebene, Transversalbewegung auf die angegebene
Form bringt. Diese Aufgabe ist natiirlich nicht vollstindig  bestimmt; ist sie
aber auf die allgemeinste Art gelast, so gieht sie sofort die allgemeinste Ver~
‘theilung der gesuchlen Erregungspunkie, indem man die gefundenen Functionen
M, M, M denjenigen gleichsetzt, welche durch die Einfithrung der Er~
teg\mgspunkte sich ergeben.

‘Die reflectirten Bewegungen, deren transversaler Theil hier a]lem be~
trachlet werden soll, sind oben in der Form (19.) ausgedrickt, mit Hilfe der
- Funclionen ¢,, p., t,; und es zeigt sich sofort aus (22.)—(24.), dass fir
die transversalen Theile diese Functionen die Werthe haben:

R ..

90 = 33T Tor

1§
Pn = i dr ( 4 .HM')?

(87.)] ,
b o= < Tn'H aTn +8T,,
» nt-1. 2u+3 0z
it s 5 Sy, n-—l 8 SY,
712”"‘1 dm yin—1 +dj rlu-—-l + 85 r?n—-l)’
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~ wo

(88.) M : 2n1+1{ ag;“’ 3M:)+ (81”,. ’ 6M“’)+ (c")M" aM")}

)
wo endlich, fir jeden der oberen Indices u, v, w:

1 O.¢Hy, 1 am,
) TL=w = Se=-vm
Die vorgeselzte Transf‘ormation besteht nun wesentlich darin, die allgemeinsten
Werthe der Functionen My, M7, M» anzugeben, welche aus diesen Gleichun-~

gen hervorgehen, sobald ¢,, p,, ¢, als bekannt angesehen werden. Hat man
jene Werthe gefunden, so ist sofort

M = MMM A
M = M 4-My +M ey
M* = MY+ M+ M+,
und die gesuchten Functionen sind damit, nach Kugelfunctionen entwickelt,
gegeben.

Aus den beiden erstep Gleichungen (87.) erhalt man zuvorderst, indem
man den Differentialquotienten von M’ eliminirt:

4 ‘-’t T 1 In
(90) M = Hezfotle —xj &,
Da_ auf diese Weise M, bestimmt ist, so bieibt die letzte Gleichung (87.) mit
(88.) zur Bestimmung von MY, M}, MY ubrig. Ich denke mir nun aber diese
drei Functionen in die Form (19.) gebracht, welche drei Kugelfunctionen #'*r
Ordnung immer annehmen konnen, und setze:

w dHfM-.l 2n+/i a( Jn—l aGn aén
M = gt g e H e —y 5
‘ v aH,;+1 1, "n+l a Jn.—l aG 86,.
(91.) My = oy ¢9y T g 20z ?
wo__ OH,,+1 L optnpr O 8 J,.__l 8G _ 80,;
M =T T G ety —T oy’

wo J,_4, G,, H,,, Kugelfunctionen respective der (n—1)"", n"", (n+1)“‘“
Ordnung bedeuten. Fihrt man diese Werthe in die erwihnten Gleichungen
ein, so gehen ‘diese in die hochst einfache Gestalt iber:

Journal fir Mathematik Bd. LXI. Hefi 3. 33
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m = it

2n -1
(92.) f oo 1 %— I IGasr )
S TY G T EE T w

Aus diesen Gleichungen ist G, sofort \'ollstandig bestimmt; und zwar wird
nach (90.):

_ P2 I

(93') Gn - ﬂ—f—i ¥ n )
von den beiden Functionen J,, H, aber bleibt eine unbestimmt, wahrend die
andere sich linear durch diese und durch ¢,, mit Hilfe einer nach r auszu~
fihrenden Integration, ausdriickt. ‘

Durch die Formeln (92.), (93.) ist das Hilfsproblem gelost.: Indess
vereinfacht diese Losung sich noch sehr wesentlich, wenn man die besondere
Form bericksichtigt, in welcher die reflectirien Bewegungen auftreten. Ver-
gleicht man némlich die Formeln (45.), (46.), in denen die betreffende Gestalt
der Functionen p., ¢., f, bereits hervortritt, wenn man nur die 4, C, E ver-
schwinden lésst, so zeigt sich, dass die den TransversalbeWegungen ent-
sprechenden Theile dieser Functionen die Form haben:

ff

&b, , _'f(_)’i) &V-1.D,. 1/';1 ’ L

' }
N aves g BV —1
(94) (g = d5,+1(%—>gkrv . D"'(“ﬁ-{?)‘b‘”

t, = b, I[‘)]i eMV’l'FM

P

wo D,, F, Kugelfunctionen mit constanten, d. h. von v unabhéngigen Coef-
ficienten sind. Eine ahnliche Form haben die Functionen MY, MY, MY,
welche durch Einfiilhrung der Erregungspunkte entsteben; denn dieselben
setzen sich zusammen aus den #'" Gliedern einer Summe von Eniwickelungen
der Ausdriicke ' ‘

_kRY=1 ;
e o eyt

R k]

und eine solche Entwickelung wird, wenn der Index ¢ sich immer auf den,
im Innern der Kugel liegenden, Erregungspunkt bezieht, da r; <7, nach (59.):
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) g e B (Y e () ) -ty (Dl

Also auch M7, M;, M" bestehen offenbar aus einem Factor &'~ b, (%-),

und einem anderen, von v unabhéngigen, welcher eine Kugelfunction n*" Ord-
nung ist. Nach den Gleichungen (91.) gilt dies sofort auch von G,, H,,,,
J._1, nur dass die Kugelfunction immer von der Ordnung des Index wu'd
und man kann also setzen:

G, = ¢, (M),
(95.) (H, = &' 95'"_1( )hn,
J, = e, (B).,
- Fihrt man nun die Ausdricke (94.), (95.) in (92.), (93.) ein, so findet man:

( )y,. - 1:,—;:.{_11) {‘15.._1(1”) rE k’ ,,+;(kr)§

3(bn—1( : k g. r""'+3®..+1< )
n(T F, = —k” T or e 1‘2"1“ or

(96.)

Jetzt bemerke man die Fundamentalgleichungen, welche sich fir die & aus
(41.) durch Verwandlung von y—1 in —y~—1 ergeben:

—1 4o,
Prals) = L S5,

¢>;,_,(s) = 14

so wie die hieraus oder aus (43.) folgende Gleichung (58".):
D,_1(s)—(2n -H)V —1P.(5) |

| _t%_(s?n-i-ld,n(s));

D,.1(s) =

Durch diese Beziehungen gehen die Gleichungen (96.) in dle ‘einfachen Glei-
chungen tber: ;
2n -1
gn = _n.n-H D.,
it irh, = —F -1,
33*%
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Und dies eingefiihrt, hal man nachsiehende Ausdricke far M2, M,.“’, My

(M = — V-t 2n+1_§_ Forr , 2n -1 ab,
Mn @ ( ){ ax g2n—1 ]/ 1+ n. n+1 y y az'
ah,,.“ 2“+1 K* 0 h,“.| !
oo 1T F o i
— ke 3 Fu 2n+1 2D &D
M.,;' — gyt ¢, 2l Y LA n__ IV
97) _ ( )g Oy r—t v n .1 5% 2o ’
. ’ _ ahn+1 +r’2"+1 k O hn-—l }
Oy ’ T Oy T
W ghti=1 e a1 O Fut 2n+1 aD,. ap
My = - Py ( )I s T V=14 “nom+1 Yoz —
' ah’H-l 2l k0 hn—l
\ +r * s rgﬂ—‘l}

wo die kb, willkirliche Kugelfunctionen »'* Ordmmg mit constanten Coef-
ficienten bedeuten. —

Um die entsprechenden Rechnungen fir die Longitudinalbewegungen
ebensoweit zu fihren, braucht man nur die Gleichungen (23.) zu beachten.
'Fiir den longitudinalen Theil der Bewegungen folgt aus denselben:

1 oM.
4. = %% yor °
1 1 gt

= T o

und aus beiden Gleichungen zusammen:
| M, = pot g -
Wendet man sich nun zu den Gleichungen (46.), indem man die 4, C, E
verschwinden lisst, und nur die den Longitudinalbewegungen entsprechenden
" Glieder beibehalt, so bleibt:

g = =BV o (),

(2ﬂ+1)a
P = o B (50
und man hat also:
M, = 2};_:1 Bekw l{ ..__1(,“ k n+1(kr>}

Aber die eingeklammerte Grosse ist nach (58°) mchts Anderes als

@nt)y—1.,(E);
und dies eingefihrt giebt endlich:
98) M, = —B.#,(E)e
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§- 15.
Bestimmung der Vertheilung von Erregungspunkten auf der substituirten
‘ ‘ Kaugelfliche.

‘Nachdem im vorigen §. die reflectirten Bewegungen in geeigneter Form
dargestellt sind, bleibt nur iibrig die Bewegungen der Form nach zu bestimmen,
welche von den Erregungspunkten selbst herrihren sollen.

Bezeichnen wir durch do das Element der mit dem Radius r; be-
schriebenen Kugelfliche, auf welcher die Erregungspunkte sich befinden. Man
kann dann annehmen, dass die Intensitit der von do ausgehenden Bewegungen
einerseits mit do selbst proportional sei, andererseits aber eine Function der Lage
von do auf der Kugelfliche werde. Mit anderen Worten, -die von do ausgehenden
Longitudinalbewegungen mogen durch die Ausdricke dargestelll werden:

(- 2)
du = gzv——i————ﬁ-——-lf“’do,
b8
do = -% ¢ K®do,
kt-—-l(l——%) )
dw = \_% ¢ 7 -K®do,

die Transversalb‘ewegungen aber durch:

P cw—-:(r——?l)‘ s e”—l(t""}z)

du = 5 COdo— 5 g Bdo,
/.v—-x(t_%‘—) ky-L(t—-b‘E) . :
do = Bt Ao S OO do,
R ‘R
o (-g) pei(=g)
o = 2t -B"’do———% S APdo;

wo R==}/(w---a:,-)z-}-(y—-g/;)’—}ﬂ(z—vz,-)2 die Entfernung des Elements do von
dem #usseren Punkie z, y, » bedeutet, und wo 4, B, C, K Functionen von
x;, Yi, %; sind.
Um die Wirkung sammtlicher Erregungspunkie zu finden, hat man jetzt
nur iber die Kugelfliche zu integriren, deren Element do ist; und dann wird
" offenbar das Potential der Longitudinalbewegungen: :

; ISP
(99.) M = ¢t/ _’L__R_______K(i)do,



248 Clebsch, iber die Reflexion an einer Kugelfliche.

wihrend fir die Transversalbewegungen, deren Ausdriicke die Form (86".)
annehmen, M*, M*, M* die Bedeutungen erhalten:

| - |
Mu e pkl V1 € “ @)
= € ‘ “"‘“‘RT"*’" A d(),

0Ky
(100.) M = ekﬂ-’-—-xJ e * °Bmd0,

; _MR._
- e ° ;
MY = etV lf -R—--——-'C"’da.

Die vier fundamentalen Functionen K, A, B, C, welche hier auftreten, und
welche nun zu bestimmen sind, darf man wohl als Dichtigkeiten der betreffenden
Schichten von Erregungspunkten bezeichnen. Die erste dieser Functionen, K,
giebt das Mass fir die Intensitit der Longitudinalbewegungen., welche von
dem Elemente do ausgehen. Um-die anderen Functionen einfach zu deuten,
erinnere man sich der Bemerkungen iiber die Natur der einfachen Schwin~
gungen aus §.13. Hiernach haben die von jedem Element do ausge'henden
Transversalschwingungen eine bestimmte Axe, deren Lage zundchst willkiirlich
ist. Aber um die von den verschicdenen Elementen ausgehenden Schwin-
gungen unter einander vergleichen zu konnen, ist es passend, die dem Element
do entsprechenden Schwingungen in drei simultane Oscillationen zu zerlegen,
deren Axen einzeln den Coordinatenaxen parhllel sind. Dies heisst mit an-
deren Worten, man betrachtet die respective mit 4, B, C mulliplicirten Theile
fir sich; und so sieht man, dass A, B, C einzeln das Mass abgeben fir die-
jenigen Theile der von do herrihrenden Oscillationen, deren Axen respective
der X, Y, Z Axe parallel sind.

- Stellen wir uns nun vor, diese Dichtigkeilen seien (immer in dem hler
festgehaltenen Sinne) nach Kugelfunctionen entwickelt, so dass:

I((') — (')+K(’)+I((')+
A(i) - A(()')—}-.A(;)—l-AS)—F---.
B(’) — ‘)+B(l)+B£i)+
wo denn K ete. -homogene Functmnen O Ordnung von (), y"’ 59, den

Coordinaten des Kugelelements do, sind. Untersuchen wir genauer, was elwa
aus dem Ausdrucke (99.) wird, wenn wir diese Entwickelungen darin einfiihren.
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Indem man noch ( 94".) zu Hilfe ruft, wird:

_ _, m=o =0 g, +1 2n+l. ke kri v o kr'. @ )
M= EE Itk DREXC NE(S)~(=1y8,(2)] /Y. EPdo.
Aber nach einer bekannten Eigenschaft der Kugelfunctionen, welche durch
die hier angewandte leichte Modification keinesweges zerstért wird, ver- -

schwindet das Integral immer, sobald m von = verschieden ist, und reducirt

sich fir m=n auf denjenigen Werth, den die Function K fir den Punkt
2042

241

 z, y, 5 annimmt, multiplicirt mit . Bezeichnet man also jenen Werth

mit K,, so bleibt:

e () ) ()

Ganz ebenso wird auch:

M4 = eyt 3}/2“ ( >2"+1 (lﬂ‘){ ( ) —-‘1)"(15 (-—-—>§ A '1n+'2

v -1 st kN (k ke; B
Mo = & ,,=(, ;/__1 ( ) (t> {F( ) (=1) qs(._>} e
oo gVt " ® 41 ke ke .
A =¥ O REACORTACH B VEN ) e
Die »*" Glieder dieser Entwwkeluncren sind die Functionen M,, My, M;, MY.
Verg]elcht man dieselben mit den Ausdricken (97.), (98 ), so erhalt man die
gesuchten Bestlmmungen, namlich:

ao0L) " K, = — k2L ’ Bu};::1 . kroy?
2n(—;) el () - e (JD)

"

o (—_>2n+1r?"+z { Fﬂ(jg_*) —(— 1)1»([)" (%)}

v O Fai 2nt1/ 0D, 8D, Ohutt it B 0 hus
e +18y rin—t nn——i<w 8x>/—1+< oy TR Sy rQ"—d)}/ A

(102.) (B, =

2n(3) " (G-

9 Fooi 217 3D, 6D, Oha B 9 ha
pantr 2 Zeml  ZB —w—8~>1/—1+(~afl—r2"+13— ')1/ 1

9z r=1 nptd Y er Ox o1

n

2a(3) e (1 ()~ o5



250 Clebsch, iber die Reflexzion an einer Kugelfliche.

Man bemerkt, dass die Formel (101.) nur dann einen unendlich grossen, also‘

_— kr. : ‘
unstatthaften Werth fiir K, ergiebt, wenn T;l eine Wurzel der Gleichung
F,(s)—(~1)®,(s) =

ist; die Formeln (102.) hingegen geben unendlich grosse Werthe, wenn f;-’
eine Wurzel derselben Gleichung ist. Man muss also von vorn herein
Werthe von r; ausschliessen, welche fiir irgend ein n eine dleser Bedingungen
erfiillen, wie bereits oben angegeben ist.

In diese Ausdricke hétte man endlich die Werthe der B D, F, wie
sie die oben aufgestellte Theorie ergiebt. einzufihren. Fir einfallende Lon-
gitudinalschwingungen wird F,=0, und B,, D, sind in den Formeln (65°.)
gegeben; fir einfallende Transversalschmngungen sind B,, D,, F, aus den
Gleichungen (72°.) zu entnehmen. Die Aufstellung der deﬁnitiven Formeln
glaube ich um so eher tbergehen zu dirfen, als keine nennenswerthe Ver-
einfachung der Ausdriicke dabei eintritt. Aber es darf wohl darauf hinge-
wiesen werden, dass die erhalienen Werthe der K, A, B, C von der
Schwingungsdauer abhéngen, und also die Vertheilung der Erregungspunkte
far Schwingungen von verschiedener Dauer ganz verschieden wird.

°§-16.
Untersuchung des Falles, wo bei miissig grosser Wellenlinge der Radius der
reflectirenden Kugel sehr klein ist.

Wenn man den fir die Optik wichtigen Fall untersucht, in welchem

‘der Radius der reflectirenden Kugel sehr gross gegen die Wellenldnge ist,
d. h. wo i‘(-:—, —}g— sehr grosse Zahlen bedeuten, so findet sich bald, dass diese

besondere Annahme dennoch keine wesentliche Vereinfachung in den allge-
meinen Ausdriicken mit sich fihrt. Aber der enigegengesetzte Fall, wo der
Radius sehr klein und die Wellenlange massig gross, wo also —’;—, -’;;e— sehr
kleine Zahlen sind, lasst sich mit grosser Einfachheit behandeln.

In diesem Fall kann man offenbar in den einfallenden Bewegungen

fiir Punkte, welche in der Nihe der reflectirenden Kugel liegen, die Grossen

IR, R
e e

R R
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bis auf Grossen hoherer Ordnung ersetzen, durch

oy LRV
e-—k-a-ly—-l ; o kY1

t, .,
oder, mit anderen Worten, es geniigt, in der Entwickelung der einfallenden -
Bewegungen das erste Glied zu beriicksichtigen. So werden nach (51.),
(52.), indem man longitudinale und transversale Schwingungen in eine Formel
zusammenfasst, in der Nahe der rellechrenden Kugel die emfallenden Be-
wegungen dargestellt durch:

¥t it
; w = ek”‘_xz"Kﬂ d e a Bz»°~Cy0.__€_e b .
v, dr, T, , T, ar, t,
ey —1 ) _ krgy—t
(1027) (o = &V-1{_KY d e * +Cwo—Azo 8 e B
] - T, Oy T, T, or, 1,
gyt ) e
lp = etv=t g__K_zo_ 0 e Ay,—Bz, 0 e °
v, Oy, T T, o, 1,

Um zu sehen, welche Glieder in den reflectirten Bewegungen beizubehalten
sind, ist es gut, dieselben zunachst in einer etwas verinderten Form darzu-
stellen. Nach (19.) hatten die al]gememen Glieder jener Entwickelung die Form:

u, = 8Pn+l + -t Y a (In 1 + 61,, at,,

Bz 11 Yas»
— apn+l -1 Y 6 qn-—l 8[,, atu
O = Ty +r Oy rin-T T Ao

SR - o

Nach (45.), (46.), (48.) hat man in diesen Gleichungen zu setzen:
Pr = (“‘Pn.un+0nq”n)ekf,—l:
9. = ( Pn 9"___0“0_")eki;“—1,
., = —T,7r,e",

WO ft,, V., @n, O, 7, allein Functionen von v sind, nédmlich:

113

()0 D)
u, = "+1‘IJ..+,<£"’) D,...u< >+'—"'{bn+l( )‘l’,._.
- +1<-— q)”_l(... o (D,.+1< L ) (p"_.l(i_

n+1 "+‘( )""—*( )+“‘“D"H “)q’"~l<£k)

Jourual fiir Mathematik Bd LXI. Heft 3.

G" =
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2 b’{ pn—-l("“' D,_, —)~(Du-1(—~>q)»-1 — f
v, = ,
2 o (o) T () (5
mz‘ n—{-i(‘b—‘ q)n+1< (bn—i—l('_— D,y —)}
0, = —

a’ &k
n—_Hq’nH(T)"’n-l(e +—-—‘1).. H<—— ‘D,.~1( )
o, (t‘/i:)
T ek
“’"(7,*)‘
Die Functionen Q,, P,, T, smd, so weit sie von einfallenden Longltudmal—
bewegungen herrihren, durch (65%), soweit sie aus ‘Transversalbewegungen

entspringen, durch (71.) gegeben. Bemerken wir, dass bereits in §. 9. die
Grenze fir F,(s)—(—1)"®,(s) bei abnehmendem s gleich

2(Y— 1)+
1.3.5...2n-+1

gefunden wurde, so nehmen hiernach fir ein sehr kleines ¢ die aus (65“),
(71.) zusammengesetzien Werthe der @, P, T folgende Ausdriicke an:

. Y () ()

(103’) Q‘" — (‘/ 1)n+2 g (_ 2n+3¢ kl‘o ”+n—_T_—1(-b—->2"+3(1)"-<k_;‘l)Qn } ,

1.3...2n43
T, = ,F;j’,;’i;%n+1(r)““¢n+x oL IO RCINCOPAT
und die Functionen £2,, ¥,, X, sind definirt durch die Gleich'ungexi:, /
| .
0, =B y 200

C = %?‘

¥ — 4 5Yn+1+B¢9Yn+1+CaYn+x

0'Y, ,

Xo =1 Q”H{AEZFE%QB +C¢95 1”'"2'

ay r2n——l
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Aus diesen I‘ormeln sieht man, dass fir hinlinglich grosse Werthe
der @, y, z die P,, Q,, T, endliche Werlhe annehmen, dass sie dagegen in
der Nihe der reflectirenden Kugel, also fir sehr kleine x, y, s, von der
»"" Ordnung sind.

Um die Ordnung der Coefficienten zu untersuchen, hemerke man zu-
nichst, dass b, fiir ein sehr kleines Argument von der -(n+1)“’" Ordnung ist.
Hiernach werden fiir hinlanglich grosse Werthe von r die Ordnungen folgende:

fiir 2n—1
- ()‘,, : 243
- v, :2n+3
- 0, ! 2n—1
- 7, : R2e+1.

Es ist also dle Ordnung von p, zum Thell 2n—1, zum Theil 2n4-3, ebenso
bei g,, und die Ordnung von ¢, ist 2n-+1. Da aber pv nicht existirt, und
ebenso in ¢, der Coefficient »,, welcher die —1* Ordnung geben wiirde,
verschwindet; da endlich £, aus der Rechnung geht, so bleihen nur diejenigen
Terme von ¢, und p, als von der niedrigsten Ordnung ibrig, welche von der
ersien Ordnung sind. Und man darf also selzen:

‘ : ; v g. P,

ws e“‘“‘§—m—-'—+91r5—g;7§—1-
‘ P, s 0 P,

(104'> v = ek”_l{ s a 'I'(’J ay s ;7
s 0 P,

w = ek!}'-—l{

l
\ # 8 Tor c')z e
Ich werde zeigen, dass dieselben Terme ibrig bleiben, wenn man den

Punkt «, y, % in der Nahe der reflectirenden Fliche annimmt. Zu diesem
Ende ist es nothig, zuvor den Werth zu untersuchen, welchen der Zahler von
v, und ¢, fir sehr kleine Werthe der Argumente &, r annimmt.  Wenn man
mil Hilfe der Differentialgleichung

b, | 2m-L2 8‘1),,

ds* T s +®, =0
die Function <, in eine Reihe entmoke]t welche nach Potenzen von s forc— |
schreitet, so findet sich die Form:

1 i 1 1 EEETRR
. q5"(s) = a”i sl T T ] gt +2.4.2n—1.2n-3' e B
(105.) . .
' +b"{1““2.2n+3 T3 A mtsamys T

34
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Hieraus findet sich fir sehr kleine Werthe von r, e:
2. 2. (5) - ()2, ()

e T ey

s 27%1(6’6) ]K”‘)zm 3. on— 1(rk)m il :

= PR 2?:~1 ek))"A(rk)’"""d - ( : 1)

Eine A'usnahme macht nur der Fall =0, wo

2o(5) D)= 2o () (5 = (S 5) (G5 00) — (B2 + 8 )( %2+ )
| | = e @-b)(z—7): |

Der betrachtete Ausdruck ist also im Allgemeinen von der Ordnung — 4w,
fir # =0 aber von der —1" Ordnung. Sonach werden u,, o,, 7, fir sehr
kleine Werthe von v von der Ordpung 0, ¢, aber von der Ordnung —2, »,
von der Ordnung +6 bis auf »,, welches von der finfien Ordnung ist. Nimmt
man hinzu, dass in diesem Falle P,, 0., T, von der »'** Ordnung sind, so
besteht p, aus Gliedern von den Ordnungen » und n-+6, ¢, aus Gliedern-
von den Ordnungen »—2 und #, ¢, ist von der »"" Ordnung. Bemerkt man
noch, dass in #, ¢, w die Ordnung sammtl;chex p durch die Differentiation
um 1 erhoht, die der g aber um 1 ermedrxgt wird, so bleiben als Terme
niedrigster Ordnung diejenigen Theile von ¢,, p,, welche von der respective
1'" und —1'" Ordnung sind, und in #, o, w Terme 0'* Ordnung ergeben; £,
geht aus der Rechnung, derjenige Theil von g¢,, welcher die ‘Glieder niedrig-
ster Ordnung enthalten wirde, fallt aus, und alle ibrigen Glieder fithren auf
hohere Ordnungen. Es bleiben also nur die in (104.) beibehaltenen Glieder.
So. kann man also zundchst in den Ausdricken (103.) ¢ als endlich’
betrachten, und spéater dasselbe, in den ausgerechneten Formeln, sehr klein
werden lassen, ohne dass dabei berechtigte Glieder vernachlﬁséigt wiirden.

§. 17.

Darstellung der Formeln und Gesetze fiir Punkte, welche von der reflectirenden .
Kugel weit entfernt. sind.

Die vorslehenden Betrachtungen zeigen, dass bei mdssiger Wellenlinge
der Einfluss einer sehr kleinen refleclirenden Kugel nur in der unmittelbaren
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Nihe derselben von endlicher Grosse, in weiterer Enifernung aber von der
‘Ordnung des Kugelradius ist. Ich werde jetzt die Formeln fir diesen Einfluss
vollstandiger entwickeln.

Nach (103.) ist:

P, = y=1{(5) 2 (52)- KY+( ya(%)al

(107). = Y-t mﬂ*l( )«k\‘o) —y- 1( ))K ($$()+yyo+zzu)

Mer s kS0 b lAa:w.)
_—_—}_
+e T (G -1 B v w
: . . C = 51;’
Da ferner @,(s) sich fir ein unendlich kleines s auf :
(—y—1)*.1.8...2n— 1
s?n+1
dy(s) aber auf —:— reducirt, so findet sich
108.) w P0G+, om0
( ~) My = — ab {)2_}_2“ “"'Tc— b2\+2a2 ]
und fir sehr kleine Werthe von 1:
(108%) u, = %
Sodann hat man:
o, B —wa, (2
O = G b +24°
109. ke b %y N ane
R T a5 zb’+2a’e (( 31/"1(;7{) ‘3<§i))

a® _..__y__l b \3 b \* b\
et ’ (('}7{)’"3'/”1 (}T{) "3<?1?) ):7
und fir sehr kleine Werthe von r, mdem man bemerkt, dass in (106.) noth-.
wendig a, = —3 zu setzen ist:

a a’—-b’ 1
(109 ) Oy = 2(1)”-}'—20})( ) .
Fihrt man die Werthe (107.), (108.), (109.) in die Gleichungen (104) ein,

so ergeben sich fir Punkte, welche in grosserer Entfernung von der reflec~
tirenden Kugel liegen, die Ausdriicke:
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= ek(fm7 - {eKb'z)+o' K (r*a,— 3z (wm(,+y;;/‘,+ zé()))}
+ ex‘(f*? ) {2e Ka?m(,—- o K (r*xy— Sa (xwe+ yy, -+ 25,))}
+e”('”“'”" " BB (Cyy—Bro)+ (r*(Cyo— Bay) — 3z 4)}

Lo mTR) (2B aX(Cyy—Ba)—f" (1* (Cyo—Bay) — 3x.4)},

wo
A = :v.,i‘
4=1B y gy
C = zul '
und wo die Grossen @, S folgende Bedeutungen haben:
‘ V—_ ke a;/~
“ = TFI12 arr (1 ) _
' by —1 ke 3a;/—» (n/ -1
= b* 24 arf,r‘(i_— k7 lﬁ)(j K
no_ ay—1 ke 3by—1 - 3 a;/~1
“ = PIred rort <1- o »-r*lr’) T,
_ V—1 ke by —1
fi=- b* - 2a® brr“ ( kr, >
o by—1 3at/ 1 bV——i
s . b +2a r? r" (1 k ) k“)<1 ?

PR SR S

Die Ausdricke fir o, w erhalt man leicht aus # durch Verlauschung der
" Buchstaben.

Der obige Werth von « erscheint sofort in vier Theile gesondert, die
. mit verschiedenen Exponentialgrossen multiplicirt sind. Der erste Theil ent-
halt Longitudinalbewegungen, welche aus eben solchen, der zweite Trans-
versalbewegungen, welche aus longitudinalen entstanden sind; der dritie Theil
giebt longitudinale Schwingungen, und der vierle transversale, welche beide -
" in transversalen Bewegungen ihren Ursprung haben. In der entsprechenden
Weise deutet die Phase —3—‘-}——:—:— des ersten Theils auf einen Strahl, welcher
die Strecke 7, zur reflectivenden Kugel, und die Strecke r von daseum be-
irachtelen Punkte mit der Geschwindigkeil ¢ der Longitudinalwellen zuriick-~
gelegt hat, wihrend beim zweiten Theil die zweite, beim drilten die erste

.
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Strecke, beim letsten endlich beide mit der Geschwindigkeit 6 der Trans-
versalwellen zuriickgelegt erscheinen. Strenge genommen tritt iberall eine
Phasenverinderung, d. h. eine fir die vier Theile verschiedene Verzogerung
durch die Reflexion, deswegen ein, weil die den Exponentialgrossen anhaften—

den Coefficienten complex sind; aber man bemerkt, dass die reellen Theile
der Coefficienten fiir sehr grosse Werthe von r, 7, von hoherer Ordnung -
werden. Ist also der Erregungspunkt, so wie der betrachiete, weil entfernt,

so werden die Coefficienten der verschiedenen Theile der refleclirten Be-
~ wegung, so wie auch die Coefficienten der einfallenden Bewegung rein ima-
gindr; wihrend daher in solchem Fall der reelle Theil der einfallenden Be-
wegung, welcher die wirkliche Schwingung darstellt, den trigonometrischen
Factor smlc(t————) erhalt, besteht die reflectirie Bewegung aus vier Theilen.

deren trigonometrische Factoren

smk(t————-~—) smk(t——-—-——), smk(t—-———-——), smls(t 'l:>

sind, und welche also die oben angegebenen Phasen zeigen.
Die Coefficienten, mit welchen diese vier trigonometrischen Ausdriicke
dann in u, ©, w multiplicirt sind, werden von der Form
in «: me, n.}c(p}-n:c, px, ¢(Cyy—Bzy)+q'=,
in v: my, ay,+ay, py, q(A4z—Cx)+qy,
in w: ms, nz,+n's, ps, q(Bre—Ayy)+q's;
~und zwar hat man: ‘ ‘

- 3 (@, -+ yy, + 35,) K . heb® _ Jhe
r*r2a(b*+ 2a*) ? arr} ?

o = ‘ 3(:1:9:,—*— yyo -5%,) K . kea
rri(*+2a*) ?

_ 3dkeb _ ke

P = S . 9= Frrie

. 3dkea®

1 = =~ 5 b 2a)

Aus diesen Formeln erkennt man Folgendes

1. Die Amplituden der einzelnen Theile sind proportlonal dem Radius
der reflectirenden Kugel, so wie umgekehrt proportional ihrem Abstande vom
Erregungspunkt. Sie sind ferner, in einer bestimmten Richtung vom Mittel-
punkt der reflectirenden Kugel aus, umgekehrt proportional dem Abstande
von demselben.
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2. Die Longitudinalschwingungen finden immer in der Richtung der
Linie statt, welche den betrachteten Punkt mit dem Mittelpunkte der reflectiren—~
den Kugel verbindet. ‘

3. In den Lougitudinalschwingungen, welche aus einfallenden Lon-
gitudinalwellen entstehen, ist auf einer der reflectirenden concentrischen Kugel
die Amplitude proportional dem Cosinus des Winkels, welchen der nach dem
Erregungspunkt gezogene Radius mit dem nach dem betrachtelen Punkte ge-
zogenen bildet. Sie ist also am grossten auf der Verbindungslinie des Mittel-
punkis mit dem Erregungspunkt, und Null auf der Ebene, welche, senkrecht
gegen diese Linie, durch den Mittelpunkt der reflectirenden Kugel gelegt wird.

4. Die aus den Longitrudinalschwingungen hervorgehenden Transver-
salbewegungen bestehen aus zwei Componenten. Die eine ist nach dem Er-
regungspunkt gerichtet, und auf allen Punkteu der in ‘3. betrachieten Kugel
von gleicher Amplitude; die andere ist nach dem Mittelpunkt der reflectirenden
Kugel gerichtet, und verhalt sich in Bezug auf ihre Amplilude genau wie die
enlsplechende Longitudinalbewegung 3. '

5. Die aus Transversalwellen entspringenden Longlmdmalwellen. deren
Richtung in 2. angegeben ist, haben ihre Amplitude proportional mit dem In-
halt einer dreiseiligen Pyramide I7, deren Seitenkanten 1 sind, wahrend ihre
Richtungen durch die Verbindungslinien der reflectirenden Kugel mit dem be-
trachteten Punkte und dem Erregungspunkt, und durch die Axe der einfallenden
Schwingungen (§.13) gegeben sind. Diese‘Bewegungén sind also Null in
der Ebene, welche durch den Miltelpunkt der reflectirenden Kugel, durch den
Erregungspunkt und die Axe geht, und am grossten in der Normale dieser
Ebene, welche durch den Mittelpunkt der reflectirenden Kugel gefiihrt wird.

6. Die aus Transversalwellen enistehenden Transversalwellen endlich
bestehen aus einer Componente, welche sich genau wie der vorige Theil der
Bewegungen verhilt, und aus einer zweilen, welche senkrecht ist gegen die
Axe und gegen die Verbindungslinie des Erregungspunkts mit dem Mittelpunkt
der reflectirenden Kugel. Die Amplitude ist auf allen Punkten einer um diesen
letzten Punkt beschriebenen Kugel die gleiche. |

Es verdient endlich bemerkt zu werden, dass wenn die einfallenden
Bewegungen ‘iransversal sind und ihre Axe durch den Mitlelpunkt geht in
der hier angewandien Annaherung tberhaupt keine reflectirten Bewegungen
existiren. Denn ist =0 und wozyozz(,nA:B:C, so verschwinden die obigen
Ausdriicke. Dies war zu erwarten; denn es fillt die reflectirende Kugel
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dann ganz in jenen Raum, innerhalb dessen auch die einfallenden Bewegungen
ausserordentlich schwach sind.

§. 18.
Untersuchung derjenigen Punkte, welche der reﬂect:renden Kugel sehr
nahe liegen.

Fir Punkie in der Nihe der reflectirenden Kugel ergiebt sich mit Be—

mutzung von (108%), (109".), indem man wieder den Erregungspunkt sehr
weil entfernt annimmt:

o A (o Sty
4l w-i{*__(cg‘, Ba)+ 550 2(‘,‘);’;‘1,)(1 =X(Cyom Bz.,)«?f’ﬁ)}
0 = -ne, w = e

In diesen Formeln erscheint nicht jene Zerlegung in vier verschiedene Be-
wegungen, welche die vorhergehenden Formeln characterisirte; vielmehr son—
dern sich die #, o, w nur in je zwei Theile, deren reelle Theile die trigono-

metrischen Factoren sin k(i-—%"—), sink(t¥ %‘?-) erhalten. Vergleicht man daher

die Formeln (102¢.) fur die e%nfallenden Bewegungen, so erscheinen die beiden
Theile der reflectirten Bewegungen den beiden Theilen der einfallenden Be-
wegungen ganz analog. Aber wihrend in den letzteren Schwingungsrichtung'
und Amplitude in der Nihe der reflectirenden Kugel nahezu tberall gleich ist,
wird bei den reflectirten Bewegungen beides fiir verschiedene Punkie wesentlich
verschieden. Was die Schwingungsrichtungen und  die Vergleichung der
Amplituden fir Punkie einer der reflectirenden concentrischen Kugel betrifft,
so verhilt sich der erste Theil der refleclirten Bewegungen genau so wie der
zweite im Fritheren, und der zweite hier, wie im Vorigen der vierte, so dass
die betreffenden Gesetze dem Obigen entnommen werden kénnen.

Aber anders wie dort variirt hier die Infensitit der Bewegungen in
der Richtung einer vom Centrum der reflectirenden Kugel aus gezogenen
Linie, da #», v, w zum Theil mit i, zum Theil aber mit ¢* propomonal sind.

Ich werde, statt die Intensitat der reflectirten Bewegungen zu untersuchen,
reflectirte und einfallende Bewegungen zusammenfassen, und die Amplituden
der Gesammtbewegung betrachten. Man erhilt dann, indem man die Ausdricke
(102°.) zu den oben stehenden addirt:

Journal fiir Mathematik Bd, LXI. Heft 3, 35
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_ 12 )kV-l k;/ 1 ;o 3z (xx, +yy, +25,)
U= e( %(1 - )"’"'*‘ 2(b’.J- Za’) (1 Xw"“ o )}

+e( ~m) kv k;/ 1{(1———)(0%, Bzuﬁrz——@:—:zﬂ( X(Cy(, Bz“) 3.M }

P ==- -’ . w—_—;cu.

Diese Ausdriicke verschwinden, wie es sein muss, fir » =s&; man darf also
annehmen, dass jede der beiden Schwingungen, aus denen die u, », w sich zu-
sammensetzen, auf jeder von dem Mittelpunkt der reflectirenden Kugel aus
gezogenen Geraden an einer gewissen Stelle ein Maximum der Amplitude er-
reicht, und man kann die Oberflichen aufsuchen, welche von diesen Maximums-
punkien gebildet werden.

Setzen wir der Kirze wegen

a’—b*

| HIGES TR
so ist das Quadrat der Amplitude der durch die Reflexion modificirten Longi~
tudinalbewegungen proportional mit:

[ D) +a(i— 2} -8 (1- 1) sy
R P A,
+[1(1= ) +u (1=} s —8u(1- 1) oS |

= “’)B@” T>+M<1“?>}ﬁ— 6u {(1—5) 41 C1_.§)}(1__ I Yoosts
+9w(1— L) cost9]-

Differentiiren wir diesen Ausdruck nach r und seizen das Resultat gleich Null,

@Y+ Yo+ 530 = rrycos I,

. so0_ ergiebt sich diejenige Oberfliche, deren Punkte auf den verschiedenen

Radien Vectoren Maxima der Amplitude fir die Longitudinalbewegungen be-
sitzen, ausgedriickt in den Polarcoordinaten r, 9. Die Oberflache ist also
eine Rotationsfliche, und ihre Drehungsaxe ist die Verbindungslinie des Er-
regungspunktes mit dem Mittelpunkte der reflectirenden Kugel. Die Gleichung
der Flache ist:

0= (- D+u(i- )G -2 -6 —205 -

+120 2 (1~ D)+ u(1- ;—)} cos* 9— 3642 (1— 1) L- cos? &
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oder, mit Hinweglassung des Factors 1———

P
G DX+ v i D) (e )
In der Aequatorebene hat man cos9 =0, also
(£n(42))(E—2u2) -

. sy . T P . ..
Von diesen Factoren giebt ‘der erste fir — zwei Werthe, deren einer negativ

ist, wahrend der zweite kleiner als 1 wird; so bleibt also nur der letzte
Factor, welcher

(110.) 6 c0s*9 = —

&

r= —
]/2[4 .

giebl. Da man Grund hat, immer ¢ anzunehmen, so wird 2¢ ein positiver
echter Bruch, und also der obige Werth von r wirklich brauchbar zur Be-
- stimmung des Kreises, an welchem in der gegen r, senkrechten Ebene die
Longitudinalschwingungen ihr Maximum der Amplitude haben.

“Fir cos 3=1, also auf der Rotationsaxe, hat man hingegen, da fiir diesen
Werth der urspriinglich differentiirte Ausdruck ein vollstandiges Quadrat wird:

= {i-D-2u(-MF+ael]

Keiner dieser Factoren liefert einen brauchbaren Werth. Bemerkt man aber,
dass man aus (110.) fir r = co den Werth

{ 6eos™d = %> i-——2y. aa-}—;;)’
erhlt, so erkennt man, dass die betrachiete Fliche, von ihrer Aequatorebene
ausgehend, sich gegen den aus dieser Gleichung gezogenen Werth von & ins
Unendliche ausdehnt, wahrend jenseits dieses Winkels kein ausserhalb der
Kugel r =& gelegener Zweig existirt. Man darf daraus schliessen, dass in
der unmittelbaren Nihe der reflectirenden Kugel Maxima der Longitudinal-
bewegungen nur fiir solche Richtungen aufireten, welche von der gegen r,
~ senkrechten Ebene sich nicht sehr weit entfernen. :

Auf ganz dhnliche Verhiltnisse wird man gefihri, wenn man die Maxima
der Amplituden fir die Transversalschwingungen aufsucht. Seizt man
F* = (A'+ B+ C%)(af+ g +5b) — (A2 + By, + Cs,)%
35 %
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so wird das Quadrat der Amphtude hier proportional mit:

[(=D+uC1= )= {(1- ) 4 (1= 2= 1) % 494 (1-——)"

Aber F und 4 haben sehr einfache geometrische Bedeutungen. Zieht man
durch den Mitielpunki der reflectirenden Kugel die Axe der Schwingungen

und tragt auf derselben die Strecke yA'+B*+C* an, so bestimmt diese Linie

mit r, zusammen ein Dreieck, dessen Fliche 5 dst. Beide Linien zusammen

mit r bestimmen eine dreiseitige Pyramide, deren Inhalt —g—

- nun die Gerade, welche auf r, und der Schwingungsaxe senkrecht stehi, und
hezeichnet durch » den Winkel, welchen sie mit » bildet, so kann man den
Inhalt der Pyramide doppelt ausdriicken, und hat also:

—’é—:w 5 'reosu, oder 4 = Frcosu.

ist. Zieht man

Setzt man dies in den obigen Ausdruck ein, so erhalt man, abgesehen von
‘ 2

dem Factor %, genau den Ausdruck, welcher oben das Amplitudenquadrat
der Longitudinalbewegungen darstellte, nur dass » an die Stelle von 9 ge-
treten ist. Hieraus folgt, dass die Fliche der Maxima fur die Transversal-
bewegungen wvon der enisprechenden fir die Longitudinalbewegungen nur der
Lage nach verschieden ist; indem die Drehungsaxe der leizieren mit der Linie
r, zusammenfallt, die der ersteren aber gegen diese Linie so wie gegen die
Schwingungsaxe senkrecht gerichtet ist.

Es kann noch bemerkt werden, dass die Formeln fiir », », w ihre
‘Ausdriicke durchaus nicht &ndern, wenn man =, y, 5 gleichzeitig in —z, —y,
—z Ubergehen ldsst. Es ergiebt sich also aus diesen Formeln keine Spur
eines Schattens.

Carlsruhe, den 30. October 1861.




