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Suulwngc vi belragle Lyset som Straaler, der indbyrdes interferere, brydes og tilbagekastes
i Legemernes Overflader efter visse Love, er vor Opfattelse af Lysbevegelsen endnu kun
clementar og stykkevis, idet vi oplose den almindelige Grundlov for hele Lysbevaegélsen i
Enkeltlove og adskille Fienomener, som vaesentlig here sammen. Denne elementere Be-
tragtningsmaade har og vil dog altid have sin store Betydning, men saalenge vi ikke kunne
komme ud over den, ville mange af Optikens Opgaver komme til at henstaa uleste 0g
uopleselige.

Den almindelige Grundlov for Lysbevaegelsen er ligesom Lovene for Elektricitetens
og Elasticitetskreefterncs Forplantning af en simpel Form, idet den kan udtrykkes ved tre
samtidige partielle linewre Differentialligninger af anden Orden, hvori de tre Svingnings-
komposanter ere de afhengige, Rummets og Tidens Koordinater de 'uufh;.r:ngige Variable.
Alle den formelle Optiks Opgaver maa kunne lade sig henfore til Integrationen af disse
Ligninger.

I en Afhandling «Ucber die Reflexion an einer Kugelffache» havde A. Clebsch?) segt
at bestemme Lysets Tilbagekastning fra fuldst®ndig reflekterende Kugleflader ved at
gaa ud fra Elasticitetstheoriens Differentialligninger, men den egentlige Hovedvanskelighed
lykkedes det den dygtige Mathematiker ikke at overvinde, hvad Forfatteren udtaler i Ind-
ledningen med de Ord: «Die Resultale der ganzen Untersuchung sind sehr verwickelt,
und namentlich fiir den in der Optik wichtigen Fall einer sehr kleinen Wellenlinge scheint
es sehr schwer dieselben einfach in.passender Form darzustellen». Hvorimod der tilfojes:
«Der entgegengesetzte Fall eines gegen die Wellenlinge sehr kleinen Radius der reflecti-.
renden Kugel ist dagegen fiir eine Anniherung sehr geeignetn,

De Differentialligninger, hvorfra nervaerende Undersegelser gaa ud, have vearet
fremstillede og begrundede i flere af mine tidligere Arbejder. De adskille sig fra Elastici-
tetstheoriens derved, at de udelukke Muligheden af Langdesvingninger, og da de gjxlde

Y} Crelles Journal, Bd. 61, S. 195. 1863.
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for ethvert Punkt i o hvilketsombelst gjenuemsigtigt heterogent Medium, ville Granse-
betingelserne veq Overgangen fra et Legeme il et andet lade sig udlede af selve Differen-
tialligningerne.

I et tidligere Arbejde « Farvespredningens Theorin 1) har jeg af de samme Differen-
tialligninger udiede Formler, som tjene til Besteramelsen af Lyshevagelsen i et af kon-
centriske, kagleformige Lag bestaaende Medium, og Beregningen blev hep anvendt paa et
System af Smaa, ved ctomt» Rum adskilte Kugler med store indbyrdes Afstande, med
det Maal for @je at bestemme Lysbrydningens Afhengighed af Systemets Twthed. Senere
har jeg benyttet de samme Ruwkkeudviklinger til Losningen af den Opgave, som Jjeg her
har for Qje, nemlig Bestemmelsen “af den Lysbeviegelse, som fremkommer, naar en ho-
mogen, gjennen‘lsigtig 08 isotrop Kugle belyses at plane, parallele Lys-
belger, og det er 08saa ad denne Vej lykkedes mig at naa il de samme Resultater, som
her skulle meddeles. Men Jeg har i det folgende foretrukket en anden 0g simplere Frem-
stillingsmaade, hvorved Jjeg tillige il Lettelse for La:sningen skal undgaa at forudswiie
Kjendskab til mit tidligere Arbejde,

I. Greensebetingelser.

Ved & 9, ¢ betegnes Lyssvingningernes Komposanter, svarende (il Tids- og Rum-
koordinaterne ¢, «, Y, = Indfores endvidere Betegnelserne

d | dr g i dy dr
’ == o — = D —t —
= E vt g, 0 &t at e

ville Lovene for Lysbevegelsen i et hvilketsomhelst gjennemsigtigt Medium kunne udtrykkes
ved de tre l)iﬂ'erenlialligniugcr

c_d9 1 geg d_ 1ty dn 1 ag )
T A T oA g =5l RTEE T tame

idet i Almindelighed er en uf Z, ¥, 2z afhengig Variabel, som svarer tji Lysets Hastighed
i Punktet a, ¥» %, for saa vidt som man inden for et meget lille Rum kan betragte denne
som Kkonstant.

Naerverende Opgave bestaar i at integrere disse Ligninger under Forudsatning af,
4t @ har en konstant Vierdi inden for en given Kugles Overflade 08 en anden konstant
Vardi uden for samme, med diskontinuert Overgang i selve Kuglefladen.  Denne diskon-
linuerte Overgang kan betragtes som fremkommen ved, at et Overfladelag med endelig

') Vidensk. Selsk. Skr. 6. Rakke, S, 167. 1883,



Tykkelse og kontinuerlig Forandring af w, betragtet som Funktion af Afstanden » fra Kuglens
Centrum, gaar over til at blive et Lag med Tykkelsen Nul. Ved denne Overgang maa
Svinguingskomposanterne her som overalt forblive endelige, hvorimod deres Differential-
koefficienter med Hensyn til » kunne blive uendelige. Komposanterne og deres Differen-
tialkoefficienter gaa derfor i Almindelighed i Grznsefladen, naar Granselagets Tykkelse
reduceres til 0, diskontinuert over fra en Vardi til en anden, medens dog enkelte Kom-
binationer af dem kunne beholde deres Veerdi uforandret.

Idet jeg skal opsege disse, vil jeg foretrmkke i Stedet for Komposanterne med
Hensyn til det faste Axesystem at benytte Projektionen af Svingningsudslaget paa Radius,
Projektionen vinkelret herpaa og beliggende i Planen gjennem Radius 0g a-Axen, og Pro-
Jektionen vinkelret paa de to foregaaende og altsaa vinkelret paa x-Axen.

Sattes i poliere Koordinater

T = 7rcosg, y =7 singcosd, z = r sin @ sin (),

og betegnes de nye Komposanter ved &, », £, vil man have disse hestemt ved

;5: cos @& + sin ¢ ¢os ¢y -+ sin @ sin ¢,
7 =—sing&+ cos g cos ¢y + cosg sin g, (2)
= ——sin¢y + cosg .

Naar Ligningerne (1) multipliceres henholdsvis med «, Y 0g 2z, og adderes, vil man
erholde

A = dr%f 1 dz’l‘é‘:
1§ — - = —
2 rdr w? dtt’
hvoraf ses, naar J, udirykkes ved polere Koordinater, at

d:rt&  drey

dr? dr
lader sig udtrykke ved Sterrelser, som forblive endelige, ogsaa naar Granselagetls Tykkelse
reduceres til Nul.

Men heraf folger, at

er en kontinuerlig Funktion, som derfor ogsaa forbliver endelig i Grensefladen, da den er
endelig Ll begge Sider uden for denne. Altsaa er ogsuu

dé
=t

en overalt endelig Storrelse.
Multipliceres endvidere Ligningerne (1) henholdsvis med — sin ©, COS @ oS ¢,
cos ¢ sing og adderes, vil man erholde



(l"r-); dy

dr?  do
udtrykt ved Starrelser, som forblive endelige overall.  Ligeledes findes ved Multiplikation
al Ligningerne (1) med 0, — sin ¢, cos ¢ og Addition

AT df
dr*  sinpdd
udtrykt ved overalt endelige Storrelser.
Vi have saaledes fundet (re Kombinationer, som ere endelige overall. Elimineres
heral #, ses det, al Sterrelserne

d“‘r; d?& d:rl drz
i e e 0 o ~___;_. — e e
dr?  dedr ° dr®  sin pdddr
ere endelige overalt, hvoraf folger, at -
éz‘; d& , drZ dEé

e O( " —_—

dardp ° dr  singdd

cre kontinuerlige Funktioner, som altsaa forblive uforandrede ved Overgangen fra den ene
Side af Kuglens Begraensningsflade til den anden. Jeg vil udtrykke dette ved
dryg d& arz  dE ,
=), |57— 2] = (. (3)
dr  singdd

Tillige bemwerkes, at de samme Storrelser som kontinuerlige Funktioner og endelige overalt
uden for Griensefladen ogsaa maa viere endelige i Grensefladen.  Men heraf folger, at

) 08 »{ maa veere kontinuerlige, sealedes at man med samme Betegnelse som ovenfor

[7] =0, [£]=o0. (1)

De til # = 0 og r = o svarende Gransebetingelser ere udtrykle derved, at Lys-

vil have

hevaegelsen er endelig overalt, altsaa ogsaa for = = 0, og at der i uendelig Afstand fra
Kuglen foruden det givne indfaldende Lys kun findes Lys, som er udgaaet fra Kuglen,
men intet, som hevager sig henimod den.

2. Udvikling efter Kuglefunktioner.

Det paa Kuglen indfaldende Lys er antaget at bestaa af plane, parallele Lysholger.

I Almindelighed kunne disse indeholde en Samling af Svingninger, forskjellize i llenseende

til Amplitude, Retning inden for Belgeplanen, Svingningstid og Fase, men dette almin-

delige Tilfeelde lader sig med Lethed aflede af det enkelte, hvori Svingningskomposanterne,
som vi ville betegne ved &,, 5,, £,, uden for Kuglen ere bestemte ved

S =0, p, == el F — 0, ‘ {5)



Her er den exponentielle Form valgt som den simpleste, Svingningerne med Amplituden |
gaa i Retning af y-Axen og forplante sig i Retning af 2-Axen med den konstante Hastighed
k ' 27 L . 27 .
7 £, med Bolgelengden ll = 2 og Sviungningstiden b= 1.
Idet vi saaledes uden for Kuglen udskille det indfaldende Lys fra det wovrige
o « oYy

ved Hastighedsforandringen i Kuglens Overflade fremkaldte, Lys, settes her
E=¢&+6&, =9+, =0+, (6)

medens der inden for Kuglens Overflade swttes '

E=&, 3=17, (=10, (7)
hvor ogsaa U, & X trede i Stedet for de tilsvarende umarkerede Sterrelser nden for knglen.
Betegnes endvidere Forholdet imellem de to Hastigheder £ og £ ved N (Kuglens Bryd-
ningsforhold), vil man have

Q= N, I' = Nl, 1= NI (8)
Komposanterne & 7, ¢ ere saavel uden for som inden for Kuglefladen indbyrdes forhundne
ved Ligningen ¢ = 0, som for « konstant fremgaar af Ligningerne (1), og de kunne derfor
fremstilles som afhengige alene af to Sterrelser Q og S uden for Kuglen, eller @ og &
inden for Kuglen. Man vil nemlig kunne satle
. d¢ daB d4 dC £ — dB dA
STy T dz? T Az T da T de dy?

. . 9)
A = %6 d?4.~.r,s, B = mﬁl—“—)——z‘z—?-#y& C = yi§~w3’9+z J

ligesom ogsaa &', 7/, ¢" kunne udirykkes paa tilsvarende Maade. Ligningerne (1) ville da

vere tilfredsstillede under Forudseining af, at man har

4,Q4+02Q =0, 4,8+01S =20, (10)
4,Q+12Q =0, d4,8§401*5=0. (1)
Det kan her bemwrkes, at de to radielle Projektioner
. x84+ Y7e + 24
. N &, de (dm__gi_éf)
o8 “(@“Ez‘)”(dg;“zg)"“ vy
ved Hjxlp af Ligningerne (9) kunne omdannes til
a2rQ i d . aq axqQ
oty Qb g = — sinpdg ¥ dp T sintpdy?
ar 8 {t d . dS a:s
0g — 24,8 +r = Siﬂs&@Sln’Oa?r_giﬁ{;’;dsbé'

Heral ses, at naar Q og S ere udviklede i Riekke efter Kuglefunktioner Q. og S,, nemlig
Q =5 EQn, S = )J'Sn,



saa ville de ovenstaaende radielle Projektioner vere henholdsvis hestemte ved
2n(n41)Q, 0 Xn(nd-1)8,.
Det tilsvarende gjzlder for Rummet inden for Kuglen.

De i det foregaaende Afsnit indferte Komposanter g 7, € kunne vi Analogi med

(6) for Punkter uden for Kuglen udtrykke ved

gzgu'“‘f‘?;’ 7;::50_#5;’, 5;::?0‘{‘57 (12)
idet disse nye Komposanter ere bestemte ved
& = sin g cos gt — cos geos T F din N
& = cos @& + sin ¢ cos 5+ sing sing ¢, |
7}; == ~‘singa&—{-cosgacos¢>7e+cos¢sin¢c;, (14)
& = — sin ¢y, + cos ¢ ’
Indfares nu for Kortheds Skyld i det folgende Betegnelserne
Ir = a, I'r = o, Q = K, g = g (15)
og, idet R er den givne Kugles Radius,
IR = o, IR — «, (16)
saa vil man ved Ligningerne (9) 0g ved Benyttelse af Ligningerne (10) erholde
é; == %71*{+ alkl,
— d2a K a8
e = adgda sin g (17)

= d?a K a8
asingddde deg’
ligesom man tilsvarende for et indre Punkt har

= d‘za’K’

r A e

¢ da’t ! K,

— d2d’ K’ as .
o e el 18

7 a'dgpda' " sin wdd’ (18)

& dd' K’ ds’

Det vil nu vare Opgaven at udvikle disse Komposanter i Rekker efter Kugle-
funktioner. Naar overhovedet en Funktion Jlo) kan udvikles efter Kuglel‘m‘lktioner,
som bekjendt Udviklingen falgende

saa er

S@) == ‘-; gli;{;l By(z) Slf(u) Pofu)du )
0 <

-1
idet Summen tages for alle hele Veerdier af n fra n — 0til n = o

= » 08
Py(2) = '__]—Na 0 s 2__"';?_1_ (.”L‘" _n (n—1) a2 . "El-_:]l_(ﬁ__ ?) (7l~~_3_) ant .. ) .

2(2n—1)" 2.4 (2 —1) (2023
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Sege vi nu forst al udvikle de i Ligningerne (13), hvori s

Udiryk for &,, 170, &y, ville vi i Tenhold til ovenstaaende lme

e cos @i 22n+ ! P, icos 50)59*‘”“'1’” (u) du .
1
Det heri indgaaende bestemte Integral lader sig udtrykke ved de

T3 (@), eller, hvad jeg her vil foretrekke, ved en anden ved vy (@)

v (@) == \/ Zr—-chnﬂ(“) .

Man vil da, som bekjendt fra de Besselske Funktioners Theori, I\nnnc definere v

an-f—i 1
CEEIm JS 2 Wt ()2 yy
Delte Integral gaar ved # Gange delvis Integration over til

1 2
a_ Se__md"(I-zc )?
2 n]r ), du®

som med Benyltelse af et andet bekjendt Udtryk for P,, nemlig

vp(a) ==

a
Op(0) = oo

du,

— i dgnil..__., 2\

2]  dur ?

ogsaa kan gives Formen

Q

1
vala) = & z'"S e Py du
) 1
Paa denne Maade erholdes

e—acosPi !

O[vs

nwk
("n +1) P 2

1 i
o n(COS¢le 2 ‘vy(a) .

Det vil bemerkes, al Funklionen vy (a) tilfredsstiller Differentiallienineen
d%nia_z_) . (n n+1 1) \ (@)
da? — \  a¥ ’

0g at den, udviklet efter Potenser af a, giver Raekken

an-H
W) = e (

al ‘
~ s+ ST )

En anden fra de Besselske Funktioners Theori bekjendt Reckkeudvikling, hvor
Antal er endeligt

tol(a) = grla) sin (a—~§) -+ hy(a) cos (a—f_;f) ,
(r—N) (1) n42) | n—3)(n—2)...(n4-4)
guld) == b= T TS G s
__n{n-1) (n—-Q)(n~—-1)...(n+3) .
M T T T e T

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Rwkke,

naturvidenskabelig og mathem, Afd. VI. 1.

givne

n Besselske Funktion
betegnet Funktion,
kun ved en Faktor er forskjellig fra den Besselske, idet der swties

sSOm

2{@) ved

(19)

(20)

(21

(22)

r Leddenes
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Betegnes endvidere ved wala) et andet partikulaert Integral af Ligning (21), og defineres
dette Integral nmrmere ved Rakkeudviklingen

1.3...2n—1 a? al
== e T B IR 94
(@) a (] R Ty )T 2 i@ gn—3 ™ >’ (24)

vil denne Funktion ligeledes kun ved en Faktor veere forskjellig fra en Besselsk Funktion,
nemlig J_,_4(a), og med de ovenfor givne Riekker for gn 0g hy Vil den ogsaa kunne ud-
trykkes ved

W (@) = g,(a) cos (a — %r) — hy (@) sin <a e %r) . (25)

Af Udviklingen (20) kan nu de i Ligningerne (13) givne Udtryk bestemmes paa
folgende Maade. Man udtager af Rakken (20) det forste til » =0 svarende Led og smtier

1 1 7 dl)n (cos 50)
Ly (cos @) = ;z(n—}—l) . Eﬁx? d?o sin ¢ Tde
hvorved erholdes
1 o0 ’ r nw
e—aeosPi lgil}._a_ — 1_ 2 __2_71';‘—,1_ _’L_ _ii sin @ El_‘l:)"(POfsi) e 3! v, ((l) N
a @t nn+-1) sin ¢ dg de

Indfores heri til Afkortning Betegnelserne

" . T
K, = ;995¢ 4 Zgll_ﬂ P, (cos ¢) e(“~“z‘) v la) ,

a do ' nnt1)
sing d § 241
a doi nn41)

(26)

Sy = — Py (cos ¢) e("‘“?;)ivn(a) ) [

vil man ved Multiplikation af Ligningen med cos ¢ ¢ sin gdo cller med — sin ¢ et sing de
0g ved Integration af de to saaledos crholdte Ligninger fra ¢ = 0 lil ¢ = ¢ erholde

08¢, . P\ it
K, — "O, L (tsinacosg — cos a 4 €ucos Pi) okt
® " asing ¢ ’
) (27)
in ¢ . . . o
Sy = — “Sg"-ﬁ?“ (= SINACOS @ —1C08 a-}-je—wcos i) ghti | l
asl 5&
Heraf findes sluttelig
d*a K, . . ;T
i 4+ akK, — sin P €08 peFimacos@yi g
d?a K, as . ;=
0 0 —_ COS{& GOS¢6(lt—acos¢)1 = 7, (28)

adpda " singdd

d*ak,  ds, o A
_— —_Y f elkt-~acos Q)i ___ .
asinpddda dy smge Co

Disse Udiryk for Komposanterne Z,, 705 & svare il de i (17) fremstillede Udtryk for Kom-
posanterne &, i, &, idet Ky og S, trede i Stedet for K og S i Ligningerne (17).
For K, og S, have vi i (26) Udviklingerne efter Kuoglefunktioner, og disse maa, hvad man



11
ogsaa let kan overbevise sig om, tilfredsstille de samme Differentialligninger, som K og S,
nemlig ifelge (10) 4,8, 4 I*K, = 0, 4,8, 128, = 0. Udviklingerne af K og S efter
Kuglefunktioner maa felgelig blive analog med Udviklingerne (26), idet der her i Stedet for
det partikulere Integral z.(a) af Ligningen (21} indswites det almindelige Integral, udtrykt
linewrt ved v,(a) 0g wy(a). Man erholder saaledes med de endnu ubestemte Konstanter

kn; X‘IL; Sn, o‘ll)

__geesg d sl b ey
A = a Clgp%n(n—lﬂ )p"e (/”"7“ (@) 4 xawnla)) , 2
. sing d g 241 (1e—~17)¢ ¢
5= a dfa 1 n n+1)P ¢ 2 (S,Lv,,(a) + a"w"(a))7
og tilsvarende for et indre Punkt
r__ccosd d T 2n41 (57
K= —i p dgo < n (7l+1 .P ¢ (kn Un(a )—l" xn 'wn((l)) N (30
)
in ¢ ® L, ATy,
S = — il_llg f‘]’z 27l+1 P (“—-Qz(snr?fn (a',)_!" O'n"wn(a’)) .

a de’y n(n+1)
Heri cr B, (cos ¢) afkortet til P, .
Benytte vi nu forst den til ¢’ = 0 svarende Gransebetingelse, ses del af (24), at
w, (@) bliver o for ¢ = 0 og n >0, og at altsaa Endelighedshetingelsen udkraver
o =0, g’ = 0.

Til a = o svarer ifelge (23) og (25) wvn(a) = sin (a——%) , wp(a) = cos (a - %)

I uendelig Afstand fra Kuglen vil man altsaa have

AW . " —_ . g .
2 (kn v (@) 4 an ity (m)e(“# 'f-)t = (—knt 4 %) ek a—nT)E '-l— (]('nl =+ %) elkt—a)i
Det ses heraf, at Lysbeviegelsen i Almindelighed i denne Afstand vil fremtraede
som periodiske Funktioner af kt -4 a og kt—a, svarende til to modsatte Belgebeviegelser,
den cne bevagende sig henimod Kuglecentret, den anden i Retning fra Centret. Da nu
kun denne sidste, ifolge de antagne Betingelser, er virkelig tilstede, maa man have
—-kyt 42, = 0, ligesom ogsaa tilsvarende — 87 4-g, = 0.

Saaledes reduceres Rakkerne (29) og (30) til

A O Y (i YO ) .
I( ] j«L a dsﬂ ‘ 71, ﬁ—t—]) Rze 2 ](n(bn(a) + wn(a)t),
s sug d g Il p () ) b e (@)
§ = — a dg % n{n-1) B N (onle) + (@), (31)
,  .cosd d G 211—{—1 “J.“‘) '
K ) (Z' dgo?n(n—L1)Pe knvn
m ) T
o —— sing d 7z+1 P ( t‘m) $u U (&) .

—? d¢1 nn+
2’



Endelig have vi ogsaa de i (3) og

(0 fremstillede (}r:lmsel‘)cliugclscl', som  kunne
udtrykkes ved

-Vv =7, s; = Z,
@.Vhd_g _ ddy d? 4 = ¢
da  dy B da de , ,
- _ a’ = ¢
daf dE w7  ag ’
da sinpdd — dg T ;171;0 dg

lnds(utvx heri de veq Ligningerne (12), (17 og (28) givne Udteyk for &

’ 7/‘) C) og for
g, 77, ¢ Udirykkene (1 8), kunne disse Belingelser omdannes tj]

a(Ky + K) = dK, Sy 8 = § lu=a
Gl +K) _ daK * da(S,4 8 aa's - (32)
ada ddd da T dd | = '

Heri udvikies K, 8,, K, S, K, & ved do j (26) og (31) givne Rakker,
1 Ligninger Jmcllcm lwcfﬂuentemo Betegnes for Kortheds Skyld de
(@-{I( ), di‘%({i), (%a%“ yed o) (a), w, "(a), (), blive disse Ligninger
N (' () + Feu (v () - wy ( a)z)) = ke, (o)
N(Lﬂ (a) & (vn a) -+ wy (a )) = 8/ v, ()
Unla) Ky (vn (a) -+ 10, (a) 1) = k/t,(d)
v/ () - S (v (@) + w0, ()i) = 8o ()

hvorved erholdes
afledede Funktioner

Herat kunne de fipo Koefficienter bestemmes.  Ved Indforelsen af en lille Reduktion ved
Hjielp af Ligningen '

W {a) Un’(a) - wn,(av,) Unla) = 1 y
vil man saaledes crholde

O, e (Onl) — 1 (@) ) v (ax )}- N(v,’ (a)jjv () ) vulet')

L (Un(a + lU,;(/l Z) vn — ZV(Un a) T wn, (@ Z) Vn a) ’ 33
Ve IV(Un( )"“wn (a 2) vu __)‘—(vn (a) — (@) Z)U (33)
o N (v, (vn (a “f"wn Z) Un &) "‘(Un (a) "“‘ ZCn' 7 7‘) vn‘a ’

b e Nz'

T (e () + 10a(a) ) v (&) — N{og'ic) & 10" (@) ) o) . .,

M (34)
= N (oo - renialé) o) — (ol T ] ol

Den stillede Opgave er hermed for saa vidt last, som Svingningskomposanterne
overall 1 Rummet ere bestemte ved uendelige Raekker mud bekjendte Kocfficienter. pet
vil vise sig, at Rakkerne i den givne Form egne sig godt for Beregningen, naar enten 78
som svarer til Kuglens Omkreds maalt med Bolgelengden 2, er et lille Tal, eller det be-
tragtede Punkt ligger ner wd Centret, hvorimod det, naar 4 er et meget stort Tal, hvilket
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nesten kan siges ab vare Tilfeldet med alle for det blotle Oje synlige Kugler, i Alminde-
lighed vil vwre nedvendigt, at omdanne Rwkkerne saaledes, al Summationerne kunne
udfores med tilstrekkelig Tilnermelse.  Jeg skal nu forst fremstille de Summations-
formler, som herved ville komme til Anvendelse.

3. Summationsformler.

Der vil i det folgende Afsnit fremkomme Summer, som kunne henfores Lil Formen
N3 F, i
Ydue ™, (35)

. ny
hivor n gjennemleber Talraekken fra 2 = n, Ul n = n,.

De to Funktioner 4, og F, erc saaledes beskafne, al naar deri swites n ==y -z,
hvor begge de nye Variable ligeledes befragtes som hele Tal, vil man erholde falgende,

inden for de givne Groenser konvergente, Rakker
dy= A+ BE 4 0% 4 P Fut Go+ HE 415 4 (36)
Ay = P az ceey [T == [73 9 N P a2 c e 20

Leddene cre her ordnede efter stigende Potenser af z og aftagende Potenser af Slerrelsen
a. Denne sidste betragtes som ct meget stort, dog ikke uendelig stort, Tal, og alle
Sterrelser ville i det folgende blive ordnede efter Potenser af a, saaledes at den Sterrelse,
som indeholder en hejere Potens af «, betragtes som en Sterrelse af hejere Orden. Her
ere Koefficienterne 4, B, ... F, G, ... i det hejeste Sterrelser af samme Orden som
Enbeden («°). Beregningen skal nu gaa ud paa at fremstille Resultaterne med en saadan
Nojagtighed, at kun Sterrelser, som ere af lavere Orden end Enheden, betragtes som saa
smaa, at de kunne bortkastes.

Antallet af Led i Rakken (35) er selv-et meget stort Tal, af samme Orden som .
Grenserne =, og n, ere ubestemte og til en vis Grad vilkaarlige, nemlig kun
betingede paa den ene Side af Konvergensbetingelserne for Rakkerne (36), paa den anden
Side af den Fordring, at n,—n, skal vere et meget stort Tal. Denne her indferte Art
af ubestemte, vilkaarlige Sterrelser, for hvilke jeg i det felgende vil benytte Fallesmarket
w, cre definerede derved, at en Funktion af denne Sterrelse betyder den Grense, hvortil
Middelverdien af den samme Funktion af en bestemt Sterrelse z konvergerer, naar man
lader @ gjennemlobe en efterhaanden storre og sterre Riekke af Verdier inden for de for
o afstukue Grenser.

Gaa vi saaledes ud fra de bekjendte Inlegraler

] ol 'lf‘zz .
Ke“".z/"“"dw = ), ... (37) Se“"'x/"““‘ dae == [y)e® | ... (38)

0 0



det forste gjweldende for alle posilive Vardier af 2, det andet kun for de positive Veerdier,
som cre mindre end 1, saa ses det, at man_ ogsaa for g < { maa have

w ) Lz,
g evigh~A g 1'(/1)6—5‘ , (39)
0
idet
w ) 0
S.e’”' o' dy = S e a1t gy — g eral—dy
L 0 Yo

hvor del sidste Integral ved delvis Integration. kan udvikles i en semikonvergent Rackke,
hvis til forskjellige Veerdi af @ svarende Middelveerdi konvergerer il 0, naar Middelveerdien
tages paa den ovenfor angivne Maade imellem videre 0g videre Grenser. Er j Integralet
(39) endvidere # > 1, kan denne Exponent ved delvis Integration reducercs til at blive
mindre end 1, og Middelverdien af de fremkomne periodiske Led uden for Iutegralet vil
ligeledes konvergere til 0. Altsaa er Ligning (39) med den vedtagne Betydning af den
ovre Grense o gjweldende for alle positive Veardier af 72

Som et andet Exempel, der vil faa Anvendelse I det folgende, kunne vi tage Sum-
men (35) reduceret il den simpleste Form

S?g(m{ - eunyi — ?a(n?j—l){
._d 1_:_.. eai '
ny |

Ogsaa her maa hejre Side forsvinde, forudsat, at a ikke er 0 eller ot Multiplum af 27,
da i saa Tilfwlde Summen bliver g —mny -1, som vel er ubestemt, men i ethvert Tilfwlde
ikke kan blive lig Nul.- Er endvidere meget lille eller meget nwer ved el Multiplum al' 27,
tor man heller ikke betragte Summen som Nul, da Leddenes Antal vel er antagel meget
storl, men ikke uendelig stort.

Er Summen Nul, vil den ogsaa vedblive at viere det, naar den differentieres et
vilkaarligt Antal Gange med Hensyn til a. Man vil altsaa mere almindeligt have

1]2 .
Dameant — () (40)
ny

naar mer et helt Tal eller 0, og a ikke er lig med eller ligger meget nar ved 0 eller et
Multiplam af 27,

Betragte vi nu den ved Udviklingerne (35) og (36) givne Sum, ses det, at den kan
forandres til en konvergent Rwkke med Led, som med Udeladelse af konstante Faktorer

have Formen

"3;.;711 eG,:i .
ny—y
Hvis man altsaa ikke kan have
G = 2pm, 1)

for p = 0 eller et helt Tal, og heller ikke G — 2pm megel naer lig 0, saa vil hele Sum-
men (35) forsvinde. ‘



Hyis man derimod er i Stand til a( finde en Verdi af v, som gjor det muligt at
tilfredsstille ovenstaaende Betingelse (41), saa kan Gz udelades af Exponenten, og Summa-
tionen kan nu uden Kjendelig Fejl forandres (il Integration. Summen (35) vil altsaa kunne
gives Formen

mY N (Farll T LA )i

dz (A+B»~~+...)e e , (12)

A [/
hvor vi ville indskrenke os til at antage v beliggende imellenr n, og n, og saaledes, at
baade v—mn, og n,—y komme til at here til den ovenfor definerede Art af ubestemte
Starrelser.  Forandres i detle Integral for z << 0 Fortegnet for z, og swttes derefier
Hz* = qa, ville Graenserne for «, forudsat at H ikke er 0 eller meget lille, hore til den
ovenfor ved Fewllesmierket o betegnede Art af Sterrelser, og Integralet vil ved Raekke-
wdvikling gaa over il

{4 w —r
de V B Alxi . dx ° B Alai )
A eI bt SO (FPatyayi 1\ & v‘/_____ﬁ,___“'w_f_,m‘J_. p(Fatay
2( He Ty e )"’ T\3 (‘4 He H A2 ")" :
0 b
Disse Integraler ville ifolge (39), idet f(c]j) =V, tilsammen blive
Fa+ "
A\/'g Tt , (43)

X

idet de Led, som ere af Ordencn «—# og af lavere Orden ere bortkastede. Dette Resultat
er ogsaa gjweldende for negative Veerdier af A, naar det paases, at man i detle Tilfwelde
maa sweite

——ree =S e == (¢ 2

Resultatet bliver ugyldigt for _ '
H=0. (44)

I dette Tilfwlde kunne vi, for yderligerc at gencralisere det, antage, at G — 2pxm er en
megel lille Sterrelse. Ogsaa i dette Tilfelde vil Summationen kunne forandres til Inte-
gration og i Stedet for (42) vil man erholde Integralet

s (Fa+(G——21M) z+1_ +l’ # +L i )¢

dz(A—}-B-w—}— ¢S L ) . (45)

—~(V—ny)
Heri forandres ligeledes for z <7 0 TFortegnet for 2z, og derefler seites - [2% = a®x, hvor
det” dobbelte Fortegn bestemmes saaledes, at -}- bliver posiliv. Indfercs for Kortheds
Skyld Betegnelserne '

. $ /T W, .
G—2pr == ‘/ R {(46) Sm—‘? cos (—eat* 4 ajde = Q (47)

0
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————

samt
= 4,1, B= BI, (¢~ Cil, K= K1, I - L1, (48)

vil man uden Vanskelighed kunne give Integralet (45) Formen
. 2
:t%e”""'[(ah%A,m— wli(B, 594 4k, & Q)~0, e

8
— (A, L, 4 B, K, _ﬁ—_m iy OEE‘?J , (49)

idet Leddene af Ordenen a—}% 0g derunder bortkastes.

I Tiltelde af, at man har ¢ = 0, erholdes ved Hjzlp af (39)

/1 — Q3 ®Q 2\ x 4@ 3aig
1(3)(0% YT, (:?)('OS(T Cde T T
*Q _ d2Q  dsQ
e Rl o

hvor

P(;—) — 2,67804 ... r@) — 135112,
cller ved sedvanlige Logarithmer
Log ]’(§~) = 0,4279627 ... | Log 17(32-) == (,1316%65 . .. .

Herved gaar (49) over til
—Vem[( JﬁAlr('si) + ()i (B ~~-2—A K )r(i)] : (50)

Integralet © (47) har under e nogel anden Form vamrel pumerisk bheregnet af
Airyl), som for Integralet

Q(lw €08 5 (w“‘ M) == P
har angivet folgende Tavle

m | w ml

— 5 0,00041 0 0,66527
— 4 0,00298 1 1,0004f
—3 . 0,01730 - 2 | 0,56490
—2 0,07908 3 ( —0,56322
—1.0,27283 bl —0,47446

5| 0,68182.

) On the intensity of Ligth in the neighbourhood of a Caustie, Trans. of the Cambr. Soc, t. VI,
p. 379, VI, p. 595
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Ved Hjzlp heraf kan ogsaa ) beregnes, idet man har y
¢ — (g)%rm, 0 — %(%)W ¢~ ()
‘Gaa vi fra m = 0 til den negative Side, saa er W stadig aftagende indtil 0, gaa
vi til den positive Side er W ferst voxende, naaer et Maximum ved m = 1,08, og n®rmer
sig derefter gjennem en periodisk Beviegelse omkring Nulpunktet ligeledes til 0. Det
forstc og sterste Maximum af W er {,504 Gange sterre end Vardien af W for m = 0.
Stokes!) har udvidet den Airy'ske Beregning til de 50 forste Rodder i Ligningen

W = 0 og de 10 forste Rodder i %1%{ = (). Saaledes svarer til W ==

m = 2,4955; 4,3631; 5,8922; 7,2436; 8,4788; ...
1\3 .
i hvilken Raekke den g-de Rod med voxende ¢ konvergerer til 3(q——v~,l~> . Ligeledes er
for zt—”*{ =— :
m = 1,0845; 3,4669; 5,1446; 6,5782; 7,8685; .
3

2
hvor den ¢-de Nod konvergerer til 3 (q—m'?:) .

De forskjellige Differentialkoefficienter af @ med Iensyn til e, som indgaa i Ud-

de .
trykket (49), ville alle let kunne udtrykkes ved ¢ og "Jg’ idet det bemerkes, at man har

dz@) e
=~ 39
hvoraf atter de haejere Differentialkoefficienter kunne afledes, for Exempel
a9 e? 2dQ

-d-?__. —gv ———?—’—a—e—, 0.S.V.

Maximal- og Minimalpunkterne for %1% svare altsaa til Q = 0, hvoraf ses, at detl
forste Maximum her forst indtreder for m == 2,4955... . Modulus (cller Amplituden) for
det i (49) givne Udtryk forandrer sig med voxende e paa tilsvarende Maade som Integralel
W, hvis man alene hehever at tage det forste Led, som cr af hejeste Orden, i Betragtning,

men hvis ogsaa de folgende Led i Udtrykket faa Betydning, vil Modulus komme til at

indeholde saavel @ som %—Q, hvoraf falger, at Maximalpunkterne ville blive forskudte, og
&

at i Almindelighed Modulus ikke ved de periodiske Forandringer vil Xunne blive 0.
Periodiciteten vil saaledes blive mere udvisket.

Ved Sammenligning mellem de to i (43) og (49) givne Udtryk for Integralet (42)
ses det, at det ferste er af Sterrelsesordenen «%, det andet af Ordenen a5, Tlvorledes
Overgangen sker fra det ene Udtryk til det andet, kan ses, naar man tenker sig H af-
tagende til en meget lille Storrelse samtidig med, at man beholder G —2pm = 0. Man

1) Trans. of the Cambr. Phil. Soe. t. 9. p. 166.

Vidensk, Selsk, Skr,, 6. Riekke, naturvidenskabelig og mathem. ARL VL1, 3
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vil da i Integralet (42) kunne sktte z == 2’-L ¢ og bestemme ¢ saaledes, at Koefficienten
til 2’2 i Exponenten bliver 0. Herved komme vi til -den i (45) antagne Form, hvor

— m \/g-

Det ses heraf, at ved denne Overgang fra Integralet (42) til Integralet (45) vil e nedvendigvis
forblive positiv. Overgangen fra (43) til (49) sker altsaa gjennem den ovenfor beskrevne
periodiske Bevagelse ved positiv aftagende m eller e, hvorved det sidste og sterste
Maximum naas forinden e bliver 0, medens herfra Modulus hurtig aftager tit 0, samtidig
med at ¢ gjennem O gaar over til lavere og lavere negative Vrdier.

Vi ville endelig ogsaa i det felgende Afsnit mede Summer, som lade sig omdanne
til et Integral af Formen

og altsaa

G — 2pm Dbliver lig — -[%—1—[ ,

2 22 24 26
3 Fot+@Z+HZ 415 4..);
dz(Af-—i—BE—g—{»...)a( a Ce e )‘; (51)
a a
0
Naar heri settes Gz2 = qz og G ikke er O eller meget lille, vil den evre Grense for x
hore til den ovenfor ved w betegnede Art af Sterrelser, og idet Leddene af lavere Orden

end Enheden bortkastes, vil Resultatet af Integrationen blive

A (Fa.g_ﬁ)i .

2/, 2

26° 52

v derimod G meget lille, smttes Hz* = «®2?%, den evre Grense for @ betegnes ligesom
for ved w, og til Afkortning swmttes. .
/1

o= | — (63

G +e ‘/ <’ (53)

idet det overste Forlegn svarer til G positiv, det nederste lil G negativ. Integralet gaar
herved over til

)
Fo + & i
2H dw( (aH) i 4 +Bm+A1L “)e( aderts) . {(64)
o
For ¢ == 0 erholdes heraf ved Integration
Fe FayZ);
T L (55)
. medens det almindelige Integral (54) lader sig udtrykke ved
d Ald?
21](;[] FAQTiB Q+ t dﬁf) , (56)

(]
idet Q == S(lwe(is””*“”“ . (57)

0
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Af dette sidste Integral erholdes ved Differentiation med Iensyn lil e og delvis Integration

aQ N -3} )
&~ T3 3% 8)
hvoraf endvidere findes
ds \ ) &? 3 8¢ .
EE(%):I(%+§>+(W_Z§+%_)Q (59)

Ved 'Indsettelsen af disse Vardier i (56), vil dette Udtryk for del segte Integral
vere bestemt ved bekjendte Sterrelser og ved Tntegralet @)

Dette sidste Integral har under forskjellige Former ofte veret behandlet, navnlig
ved Beregningen af Bajningsfenomener, saaledes af Fresnel, Cauchy, Knochenhauer, Quet, o.a.
En sterre Tavle har vmret beregnet af Ph. Gilbert!) for de to Funktioner NV og M, be-
stemte ved — S

1 . ‘ -
V:E doecstai — N4-Mi, &= V2zpu,
og omfattende alle Verdier fra p? = 0,00 til x* = 30,00.
Naar altsaa i Integralet @ overste Fortegn leses, kan delle Integral beregnes

0

umiddelbart ved denne Tavle. Leses nederste Fortegn, og stles

T

§ (7]
‘/_S dwe—sw+ai — N, 4 M,i ,

vil man have

HL ¢ — a2 e
N4 N, 4+ (M+ M)t = ‘/%Sdmcm’r”)" = /2 (cosﬂ 46 -+ 4 sin 7—5/1—-5_) ,

o ()

hvorved N, og M, erholdes bestemte ved
_ g2 _ —  g—g?
N, = V2 cosl/i—e— N, M, =V? sm?—/ri—— M.

Begge Sterrelserne N og M aftage hurtig og vedvarende med voxende e, hvoraf folger, at
N, og M, ere periodiske Funktioner. Da man ifelge (58), naar nederste Fortegn lases, har

dN, 1 > aM, €
e Tt T e
bliver
1 de 1 de VQTF
Heraf ses, at Maximum og Minimum for N2 -+ M2 svarer til Ny, == 0, som atter for
’ 2
store Verdier al e tilnermelsesvis vil svare til cos 75-/1—5— = 0, altsaa til 2 = (Ip —1)7

eller g = \/ ip

- L' idet p er et helt Tal.

) Recherches anal. sur la diffraction de la lumiére. Mém. cour. de I'Acad. de Bruselles, t. XXXI,
p. 1, 1862—63, .
3 )
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Ifelge Gilbert ep

NEA M2 o 2,7407 ved 7= 12172, (l/g == 1,22/1-7) , lste Max,

1,5562 ved po — 18725, (|/21 — 1,8708) Iste Min,

)
2,3985 ved 1 = 2,345, ( %: 2,3452) , 2det Max.

2
1,686 ved o = 92,7390 ( ;-*- 2,7386 ) , 2det Min.

/

Til 4 == 0 svarer NE+ M2 — %;, til = o0 V2L M? = 2.

Tage vi kun Hensyn til Leddet af den hajeste Orden (a3) i (56), vil det af det

ovenfor udviklede fremgaa, at dette Udtryks Modulus voxer fra 0 ved @ = L o indlil
12] /%7—[ ved @ ‘*,193‘ voxer yderligere med aftagende @ indtil 2,3-112.;?‘/% ved
G =—1,2172 ‘/2@_{1) 08 naar sluttelig gjennem aftagende periodiske Svingninger il
det dobbelte af den tif ¢ — 0 svarende Vard,

4.« meget stor. Bevegelsen i Hovedaxen.

Ligesom i det foregaaende Afsnit betragtes her ¢ som et megel stort Tal, og
Lysbeviegelsen skaj soges bestemt saaledes at kun Starrelser som cre af lavere Orden
J e o bl )
end Enheden bortkastes.

Vi ville forst soce at bestemme Bevegelsen j Nerheden af Kuglens Cenlrum

o o . , o bl

idel @, som er det betragtede Punkts Afstand fra Centret, maalt med 5~ som Laengdeenhed,
A~ I

betragtes som et j Forhold til 4 0g & meget lille Tal. Under denne Betingelse vil
v (@), bestemt ved Rakken (22) blive megel lille, naar » n@rmer sig i Storrelse (j] a,
hvorfor Leddene i Raekkerne (31) for X7 0g S kun faa Betydning for de lavere Veerdier af o,
I de ved (34) givne Udtryk for f,’ 0g & vil man derfor ogsaa i Henhold til (23) og (25)
kunne smtte

./ nw ] niw i nir
Un{a) = sin (a - ”é‘) () = sin (“"*‘ ‘2“); Wala) = cos (a — —5) .

Saaledes erholdes

Soutt = hpy = k= i N T
2 == Ky == = TR AT
et " oS’ ¢ Nsin g 7

(60).

fi
l

: N
A ks = = g™ AT T |
Son == Kopqq Ncos a,+ZSlIl P [



Rakkerne (31) gaa herved over il

gosg& d % 2n-L (u__

Kr=— 2d dga 11:(n+1

7) [(P,,(co‘:go )+ Lol —c0os¢))ky 4 (Pulcosp)— P,(—cos;a))s;)’]v,t(a’),

S sing d 3 2n+1 (M__I),
2a’ dgo 1 n(n+1)

Disse Rackker kunne summeres ved jelp uf Ligningerne (26) og (27), hvorved findes

[(Palcosp) +Pn —08¢))s +( Pulcosp) — Po(—cos))k,'| v, (@).

4 ("Oq 3 .? 4 . ’ ’ g ’ . ’ ’
K = — Za'sm(ljgo e[ (= sina’cos ¢ -+ sin(a’cos¢)) ko' -+ i(— cosa’+ cos(a’cos @) s},
, sin ; . ’ ’ . ’
S == — a——gﬁ; [ (—sina’cos @+ sin (@’ cos¢))s,” -+ ¢(— cosa’+ cos(a’cos ¢)) k'] .

Indswettes nu disse Vardier i Ligningerne (18) og swmttes til Afkortning

e (—isin(a’ cos )k, +"cos(a cosg)s,’) = Q,
erholdes

£ =singcosgQ, 7 —cosgcosgQ, & =—singQ.
Heraf findes atter Komposanterne med llensyn til de faste Axer

E’zﬂ, 77’=Q, Clzo
ludsa:ttes den ovenfor givne Verdi af @, erholdes ved en lille Omforming

! ’
77' e (Kt —a’ cOsP) &0—:;_82 . glhttacos )i ]fl)_:.____% . (61)

Den fysiske Betydning af dette Resultat fremgaar bedst, naar de i (60) givne Veardier af
ky og s,/ udvikles i Rakke, efter at cos e« og sine’ ere udtrykte i exponentiel Form,
nemlig

ky — QA’_S} (N-l) (a—(@mt1)2)i 5y = 2N 2/ (l—iN) le(a_(2:n+l)a')i’

NF+15\N¥1 ’ NIy \I+ N
hvor m gjennemlober Talrekken fra O til «o. Saaledes erholdes
o om 7 e . 2m-4-1 s
0 — 234‘2“\7[ % (N: :_) olkt—a’cospa—mt)ya')i __ _Qil ;(%::}) okt tatcosp+a—am4-3ya')i (62)

Paa denne Muade er Lysheviegelsen i Nwerheden af Centret fremstillet som en Sum af
Svingninger, der ere parallele med de indfaldende Straalers Svingninger og tilherce to Swt
af Straaler, det ene gaaende i de indfaldende Straalers Retning, tilbagekastet et lige Antal
Gange eller slet ikke fra de indre Kugleflader, det andet gaaende i modsat Retning efter
et ulige Antal Tilbagekastninger. Ved Straalernes Indtredelse i Kuglen er Udslaget for-
-andret efter Forholdet 1 til 2.V og ved hver Tilbagekastning efter Forholdet 1-+ N
til 1N, medens Fasen svarer til den tilbagelagte optiske Vejlengde, alt overensstemmende
med de Resultater, man kommer til ved den elementere Betragtningsmaade, naar de to
brydende Flader betragtes som plane og vinkelrette paa de indfaldende Straaler.
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Naar det belragtede Punk ikke ligger megel nier ved Gentret, maa man
tage Hensyn til de Led j Rekkerne, som svare til meget store Verdier af n. Det vil derfor
ferst vere nodvendigt at sege hertil passende Udviklinger for Funktionerne ¢, 0g w, .
Man har identisk

TS . & [ 3 v
U= Vo5 + w; sin arc Y *uj’i, Wn = Vi 4+ w} cos arc tg " )
'n Wy

eller, naar man swetter

v,
thbwn = gy, arctg 2t A

w?l
v, = l/gn $in 2, wy, == l/gn COS A, . (63)

Med Benyitelse af Ligningen
Watn' — w1, = 1

erholdes endvidere, naar den Variable betegnes ved a,

dy, 1 y
EE == ?/-;, (()”‘)
hvoraf atter ved lntcgmtion, idet til @ = o svarer In = a -%—r,
Iy = a-—%q~-gda (El—ml). (65)
L n

Af de i (23) 0g (25) givne Rmkker for v, og w, findes

nn-1) 1 (n-1)n(n+l)fn+2) 1.3
q,L== l+‘“‘“—~a2 —"g'-{-'“—“*-*“——;z—‘(** _-TZ L

(66)

Er nu a et meget stort Tal af Sterrelsesordenen ¢ 08 kunue alle Starrelser som ere af
Ordenen g—! cller af lavere Orden lades ude af Betragtning ved Siden af samme Orden
som Enheden, saa vil man for alle Verdier af » indtil en vis Grense, som ligger lavere
end a, og hvor endny Differensen a — /n —f—%) kan henregnes il Storrelsesordenen a,

ved Summation af Rakken (66) erholde

a
e LTI 3 y t ?
Var—(n-)
Indswties dette Udtryk for ¢, i (65), hvor det maa forblive gjaldende for alle Integralets
Elementer, erholdes ved Integration '

Gn == e a>n-L 1 (67)

1

S on-= :
Jn =} a2 —(n+3) —~322E + (7 + ) ave sin —;-2— . (68)

Til Funktionsbetegnelserne gn 08 Zu Vil i det folgende blive tilfejet den Variable , som her

for Kortheds Skyld har veret udeladt. '
Saalenge Ligning (67) er gjweldende, ville Differentialkoefficienterne af gnla) og

¢»(2’) med Hensyn til 4 0g ¢ kunne bortkastes ved Siden af Sterrelser af Ordenen af,
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som ¢n(a), ga(a’). Gaa vi nu tilbage til Koefficientligningerne (33) og (34) og indfares for
Kortheds Skyld fnl'rendb Betegnelser

-N_(Zn (a ~— {n (a) b 2 Ng,, (a) Gn (a,) (NQN (a’) - (In(a) )m

N ;‘(”a*“'+ Qn(a) == Un, (Az n(ar) T 0 @) )m+2 = [1,,, m
Guld) — Nwla) - 2Ngala)gu (o) (gnlet) — Ngw ()"
n (a') + N n () 7 (qn (I.’) + Ngn )m+2 n,m
2N VQn ) qn a)_(]!z,, ') — qula) )" .y 2N V(],;(a _M[:$ (qn — Ngala) )"
(Ngn a) + qn (a) )m-H n,m

(gn(a) + NQn (a )m-H = Tn,m,
saa vil man kunne udtirykke Koefficienterne ved Broker, som lade sig udvikle i felgende
konvergente Raekker:

M=

2y — — 1 — byehaldli | 20 28y, me?thn (@) —m N4 @D
231& = ] — Cn e?ln(a)i - m;wg Cn,m 62 " ——(7)7,-!-1) ) ’ ((;9)
m==0
b o— 3 B, mePald—@mAEN) 2fa))i o0 "’E”rﬂ me(;n( a)—(2m+1)2, (@)
m={ m=0

Idet vi dernmst gaa over til Summationen af Raxkkerne (31), ville vi i dette Afsnit
indskraenke os til det Tilfzlde, at det betragtede Punkt ligger i #-Axen (Hovedaxen).
Det vil bemerkes, at man har

d P, (cos d? P, (cos nin--1)
for cos @ = 1, Sm(godgf) — dip“ o _ —
‘ d Py (cos @) d? P, (cos o) "nin+1)
for cos g = —1, b0 r = =S = (“ ,') 9

Naar nu de givne Rekker for K og S indsa®ttes i (17), for K" og S i (18), og man
dernzst bestemmer Komposanterne med Hensyn til de faste Axcr ved Hjxlp af Ligningerne

£ == cossp—é:-— singpi,

7 = sing cos ¢&+ cosg cosyy —sing ¢,

{ = sing sin yé —~+ cosg ﬂlm,ny -+ GOSyC,
og de tilsvarende Ligninger for et indre Punkt, saa vil man finde, at Svingningernc overalt
i Hovedaxen gaa i Retning af y-Axen, hvad da ogsaa er en umiddelbar Felge af, at hele
Lysbeviegelsen er symmetrisk med Hensyn til @y-Planen, samt at Svingningsudslagene
. uden for og inden for Kunlen ville veere bestemte ved

— T
p = e(l.t+ ay 4 2 + (H+ ) (_{:lk‘ (’Uﬂ (@) 4w/ (a )+ Su(vnla) + wnla )) I
(70)
ﬂlz%"n_;:z (U+ )(J:'Ok 'Uaa)"{'Snvna)>g . l

overste Fortegn gjeldende for a-Axens positive, nederste for dens negative Side.



De heri indgaaende Funktioner af » lade sig udvikle efter Potenser af n+
Rekker, som forblive konver gente indtil en vis Grense n =— ny, indtil hvilken Gr :nnse vi
da ferst ville udfere de angivne Summationer.  Saaledes vil det i (68) givne Udtryk for
Ax(a) kunne udvikles i folgende Rakke

Infe) = ¢ "% @+Q1L+W*I_L (m+3)" 1.3 a
W =a—g et g 3¢ 24T TR 3w )
For ¢, haves Rekkeudviklingen (66) 0g af Ligningerne (63) erholdes

Un (a) "'l" Wy (a) 7 = il/gn (u) e_}'n(\a)i ,

samt med Bortkastelse af ¢:(a) ifelge (64)
O(a) + /(@) = —d_ g~ Pala)i
l/(]n(a)

Vi ville nu serlig udtage de enkelte Led, hvoraf Ligningerne (69) for Koefficien-
terne bestaa, og begynde med at smtte
2hn =—1, 25 =—1.

Med disse Forudsaetninger vil den forste Ligning (70) give

y — e(“:f‘—a)i m 7l+ ( :i: + Vq (A‘tI %E—Xn(a))i‘
Vga(a) !

1

Naar heri indswttes den i (T1) givne Rakke for Zn(a), vil det ses, at Exponenten kommer
til at indebolde Leddet n—n(Fl +1). Naar nederste Fortegn leses, vil dette Ted Dlive n,

og i Henhold til det j fochraaende Afsnit udviklede vil Summen Dblive 0. Altsaa er for

z-Axens negative Side
77 == glktta)i .

Naar derimod everste Forlegn leses, kan Summen, idet der sattes n +—~ ==z, forandres
til et Integral af Formen (51), og ved Sammenligningen erholdes

a nl Y %
A=2 Fy—t—a, G =2,

medens ifolge (52) Integralet bliver lig med
. Ty,
__e(u—a-i-—z—)z'
Altsaa er for 2-Axens positive Side
‘ (kl—a-|-£)f
y = i 4 4o 2= 0.

Den her fremstillede Del af Bevegelsen er saaledes intet andet end den indfaldende Cen-
tralstraale indtil det Punkt, hvor den treffer Kuglen.
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Udtages dern®st det andet Led af de to forste Ligninger (69) og smttes
Uy == — bﬂg?/ln (a)i 22n(a)i7
vil Summen i Udtrykket (70) for 7 komme til at indeholde Exponenten

1y
(kt——a+2a+ (F1—1) +(~ﬂl (_§+§)+...)i.

Her maa, naar everste Fortegn leses, Summen blive 0. Med nederste Fortegn vil derimod

Summen ligesom for kunne omdannes til et Integral af Formen (51), og ved Sammenlig-
ningen erholdes

, 28, = — ¢pe

N—1a, . v a 1, 2
~ ¥ wiy Fae=ki—at2a, @ = 2—(-;4%-).
olge (52) vil altsaa Integralet blive lig med
N"‘“I 1 e(“_a_l_ga),' . ‘ (72)

AT

Denne Del af Bevaegelsen svarer til den fra den forreste Del af Kuglefladen tilbagekastede
Centralstraale, og Resultatet er det samme som det, man ad elementer Vej vil kunne
udlede, idet Fasen bestemmes ved den tilbagelagte optiske Vejlengde, og Amplituden efter
'l.'ilbag;kastningeu er —-—%[_%i i selve Kuglefladen, altsaa i Afstanden %« (Afstandene maalte
med 27r som Lengdeenhed) fra Centralstraalernes indbildte Brendpunkt, og derefter maa
altage i samme Forhold, som det betragtede Punkt fjerner sig fra dette Brendpunkt,
Udtages endelig det Led af Ligningerne (69), som svarer il
2 (Ap(@)—(m+1) A ))L 2 (Ala)—(m+1)2,(a))i

by = l)n m€ $p == Cp,m€ )

vil Udslaget viere bestemt ved
1

St‘
1 aVQn

Udviklet efter Potenser af n +% vil denne Exponent blive

12 ‘ |
(’%+7l(_ﬁl+?__?.'_"_‘f_‘:’)-44...)i.
9 a o«

'_ff~ 2 (@) — (2m Ala) s
(i bn m + Cn mgﬂ( ) (]l+ 2 'zn(a)+2)7l(a) (‘)) +2) 1)((1)) '

(kt—cz+2a—(27n+2)a+ (F142m

Summen vil forsvinde, med mindre man har

F142m+1 = 4p, )
det vil sige, med mindre m er et lige Tal, naar Punktet ligger paa 2-Axens positive Side
(overste Fortegn), eller m er ulige, naar Punktet ligger paa den negative Side. Dette for-
udsal, kan Summen forandres. til et Integral af Formen (51) og ved Sammenligningen
erholdes .

Vidensk, Selsk, Skr., 6. Rwkke, naturvidenskabelig og mathem, Afd. VI. 1. 4
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—

— % AN(1—Njm
4T g

Fa:l‘t--a+2a~—(2m+ﬂ)a', G',—M—_’i(__l_}_g Qﬂﬂ)

2 ¢« a !
_a 2m+2 a® 1 2 9m49 R
R I Ny

Ifolge (562), som foruds&tter', at G ikke er meget lille, vil Resultatet af Integrationen
blive ‘
N(1~N)

. _ kt—at2a—(2m4 2)')
(I + N mtg " ( ’
a

1
2 i3
a ! )

«@

B (73)

a

Ogsaa dette Resultat vil kunne udledes ad clementaer Vej.  Man tenke sig et
cylindrisk Bundt Gentralstraaler meq Diameteren 1 trede ing j Kuglen.  Efter m indre
Tilbagekastninger vil dete Bundt trede ud gf Kuglen med Diameteren Lm+2)~q~—~_~6f’ 0g
dernast forene sig ti] et virkeligt eller indbildg Brendpunkt. Er dettes Afstandatm Centret

— -+
@y, saa vil i Afstanden g Straalebundtets Dmmeter blive L1772, M

3 . Nu er

. () 2m~-2 ay—-a “

Brendvidden @, bestemt veq ~a~+— — =0, og Svuwnmfvsamphluden som
. . « 1—N\m 4

efter de m vp,]bagekastnmger 0g to ] rydninger er forandret til (‘-:;—‘N) (l—f—.N)" vil blive

foraget 1 samme Forhold, som Straalebundtets Diameter er blevet mindre. Naar desuden
Fasen bestemmes efter den tilbagelagte optiske Vejlengde, ses det, at Resultatet vil blive
nojaglig det samme, som ovenfor er fundet.

Derimod kan man jkke Paa denne Maade bestemme Bevaegelsen i selve Brend-
punkterne Disse ere bestemte ved Ligningen @ — 0, og hertil knytter sig den ]
()< <- svarende Betingelse 2 N > 9, + 2 ;N hvoraf ses, at der til NZ svarer
intet vukeh“t Brendpunkt, til 1 « < -N<<2 kun et Braendpunkt, o, s, v. 'l‘ll G =0 svarer
Udtrykket (55), som med de ovenfor angivne Vardier af 4, B, H og 1 giver Udslaget i
det betragtede Brendpunkt bestemt ved

. 1 2 2m4-9
e 7, — TS
o | —— s I W o i -
T (TN 12 amid b (1 2 mige '
(=2 az(‘*a‘a“f*gr‘“*»s“ : “(“—gz;-Fcﬁ*‘ 73 )

Det fremgaar af Udirykket for G, at naar vi langs Hovedaxen fra et ydre Punkt nerme os
Kuglen og passere et Bupndpunkt saa vil G fra en positiv Verdi ¢ gjennem 0 gaa over til
en negativ Vaerdi, Heraf ses, i Henhold til det i Slutningen af forrige Afsnit anferte, at-
Amplituden under denne Bevagelse hurtig voxer fra en meget lille Storrelse i Neerheden
af Breendpunktet til den ovenfor for Brendpunktet boqlemtc Vardi af Sterrelsesordenen az,
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voxer endnu yderligere for derefter gjennem Svingninger at naa il det dobbelte af
Amplituden i Brendpunktet.  Derefter treffes Axen af andre Straaler, som ligge uden for
Centralstraalerne, og hvis Virkning vil blive bestemt i det felgende. En nermere Bestem-
melse af Lysbevagelsen i Nerheden af et Brendpunkt fremgaar af (56) og den derefter
givne Oversigt over Vardicn af Integralet Q (57).

Som Exempel vil jeg antage m = 0, Kuglens Radius lig 1™, Bryduingsforholdet
1,5 og Belgelengden af det indfaldende Lys lig 0,0005™™, Man vil da have

a = 400007, o = l,ba, a= 1,50, N = 15

Disse Talvierdier indsatte i (74) give som Resultat

i 1 3
— 467,23e(“’“?)‘ + 1,50 eFi |

Heraf ses, at det andet Led kun faar en ringe Betydning, og at Intensiteten, som
regnes proportional med Amplitudens Kvadrat, er meget betydelig i dette Brendpunkt,
nemlig 217311 Gange storre end Intensiteten af det indfaldende Lys. For en Kugle med
samme Brydningsforhold og en dobbelt saa stor Radius vilde Intensiteten meget ner blive
det dobbelte.

I en lille” Afstand & (m:mlt med QZ? som Lwengdeenhed) inden for Brendpunktet vil
7)) ’
'2_‘1"2“7
vil man af den i Slutningen af forrige Afsnit angivne Verdi af G i dette Punkt finde
d = 1047, svarende til 0,0833™™. I dette Punkt vil Intensiteten viere steget til 1191200,
idet den her er 5,4814 Gange storre end i Broendpunkiet.

man have G == — og har paa dette Punkt Intencsiteten naaet sit forste Maximum,

Beregningen af den Del af Lysbevagelsen i Axen inden for Kuglen, som hidrerer
fra Centralstraalerne, kan udfores paa ganske lignende Maade, idet vi gaa ud fra den
anden Ligning (70). Den Sum, som bliver at beregne, naar det almindelige Led af de i
(69) for k" og-s, givne Summer udtages, vil vaere
1

o onbg g ¥?+ln(a)—(2nz+l)/1n(a'))i

e (-1 €08 An{@) B, m + siD Anl@) 7, m) e(”
1t a Vgn(a) .
Naar man nu heri giver ¢os Z.(a’) 0g sin 2,(@’) exponentiel Form og dernwest udvikler alle
Funktioncrne 2, efter Formlen (71), ville i Exponenterne Koefficienterne til Z—Zgz blive

F14+2m4+1 og F14+2m—1.
Kun naar disse Koefficienter ere 0 eller et Multiplum af 4, vil Summen ikke forsvinde, og
dette vil kun vere Tilfeldet, naar de kunne henferes til Formen

F (1= (=1 + 2m.

I dette Tilfelde vil Summen kunne gives Form af Integralet (51),  og ved Sammenligning

med dette erholdes
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a2N(N—-1)’"

4 =iy o (NF 1)+t B =0,
- (1) 4
o = bt (— 1)"d 4 ¢~ (2m + e, G =% (‘1”( ;) - 617_“2772“’._1_) )
o (——1) 1 Im-4-1 a (—1)m 1 2m-L1\.
He G(F+n-t),  rom(Esry ).
kv G ikke meget lille vil ifelge (52) Resultatet af Integrationen blive
IN(N—1 ) 1 (b F (—1)"a’ - a—(2m4-1)a') §
-+ (Nm' ’ -“‘M(;»l-",,;m g Qm—}— i e . (75)
a (:F e *’*ﬁ‘“)
a « 17
Hvis man derimod har @ —- 0, erholdes ifelge (55)
“ (—1)"' 2+ |
el (e T
(N1 | / ' R Y T I . 5 of (1) 2mA4-1\%
/ v’ (-T- T ET T ) a (+'—5"8 +0—‘§—*7T)

Da man skal have @’ < o, vil man se, at Ligningen G = 0 ikke er mulig for N — { <
2m + 1 << N+ 1, medens derimod for alle andre Verdier af m Ligningen vil kunne til-
fredsstilles enten ved det ene eller ved det andet af de to i @ indgaaende Fortegn.

Naar man i (75) betragter ' som uendelig lille og dernmst for m setter 2m og
2m - 1, vil Resultatet slutte sig umiddelbart til det i (62) fundne, hvor I Udslaget i Near-
heden af Centret er bestemt ad anden Vej.

Vi fortsette nu Summationen af Rakkerne (70) fra n = ng til n = n,, idet n,
er den hejeste Granse for n, som er mulig, naar Funktionerne ¢, og 4, skulle kunne
udirykkes ved Formlerne (67) og (68). Rwkkerne antage altsaa den i (35) givne Form, og
idet vi ogsaa her smtte n = p L z, hvor v og =z betragtes som hele Tal, ville vi indfere
folgende Betegnelser

V44 = asing = o'sinf = asingd = a'sin¢, (17)
hvor de fire Vinkler 6, &, & og & ere beliggende imellem 0 og % og antages fm:el@big
ikke at falde meget ner ved disse to Grenser.

-Af (67) folger

1= cos #g,(a) = cos §'q, (o) = cos &q,(a) = cos ¥q,(a), (78)
hvorefter Koefficienterne ,, &, o.s.v. blive bestemte ved ’
Ncos 6 — cos ¢ . . (Necos - cos ¢)™
» 7 Ncosl + cosd’ bym = 2N cos§cos ¢ (N cos 6 - cos ¢)mt2°
cosf -— Ncosl . , (cos#— Ncos d')"
% T s Neosd %o = 2N cos G cos (cos 6+ Ncos ¢f)m+2’

(N eos § — cos )"  onyicae (60s0— N cos )"
Nboqﬂ—*— LOS 0/ mal Tyym = ZNVLOS 0(050 (COS ﬁ+NCOS H'}'"""’ .

Bom = 2NVcosfcosd -



De tilsvarende Koefficienter ., &nm o.s.v. ville kunne udvikles i Rakker elter Potenser
af z, saaledes til Exempel

B 1 db,, 1 db,
) bn = b”+<acos(i d0+ dcost d(f)z+

Ligeledes er ifelge (68)

L la) = acose—i‘g+ w410,

- T z sinf 23 (1 +2sin%4) 24
Anle) = A”(a)+<0 2)z+2aoosﬂ+6a 2cos®0 © 2hatcostd T

ligesom tilsvarende Udviklinger erholdes for ld), 2ala), Zld).
Vi udtage nu ligesom tidligere de enkelte Led af Rwkkernc (69) for k, og s, og
begynde med Antagelsen
Qkp=—1, 2s=—1.
Den i (70) for » angivne Sum, taget fra n=mn, til n =mn,, vil under denne Forudszluing
indeholde Potensexponenten

(k@’fg’fé-z,,(a)) (ktiF——w—Z,, (:{:——c)+2)z+ >

Da Koefficienten til z : her ikke kan Dlive O eller meget lille, vil altsaa i dette 'lllfd‘ld(,
Summen forsvinde.
Anlages dérnaest
an == bne

vil Summen indeholde Exponenten

(kt$ e hula) + Q}m(a)) i

22, (a)i

24 (a)i
" , 28y == — Cpe )

hvori Koefficienten til 22 vil blive :}:; <z9~—~\) + 2 <H—~g) , hvilken Koefficient heller

ikke kan blive 0 eller meget lille, da 26 — ¢ maa vere mindre end = og tillige starre

end 0, fordi man maa have 6 > ¢. Ogsaa i dette Tilfzelde maa altsaa Summen blive 0.
Sattes ehdelig

2(A, (@) —(m-41) 4, (@) (1, (@) — (m+1) 2, ()i
? 7

kn = bn,me S == Cp,m€

vil Summen indeholde Exponenten
—nT - ¢ i .
(kt—]——‘)— — @) + 2 Anla) — (2m + 2) Rn{a)) t,

hvori Koefficienten til z<¢ vil blive

g(?m—i- 1:F1)—-19+20—(27n+2)(}’ = (.
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Antages nu ligesom i (41) @ == 2px, vil Summen gaa over (il et Integral af
Formen (42), hvor Kocfficienterne ville blive

sin & dA

4 =i 'l/co (+(05(}bym—{—c ) B=a~dj
Fu = kt 4+ (v-+ 3 G—g(2m+ 17F+1) —acos § -- 2acos bl — (2m 4 2) o’ cos ¢,
@ 1 2 2m 42 1
] e e P _— e e b Pt e Nto
. 2( acOsz§‘+acosﬂ acosé/) QS]I]H( tgd-+lgb—2m+2igd),
1 , 5 o
7 .
K= o b a5 4 91550 2m 1 2) 1250

4Asing ™ §sin®p
I Stedet for det i I indgaacnde Led (v - 3) G vil man ogsaa, da v cr et helt Tal, kunne
setle pmr, naar Betingelsen G = 2pz er tilfredsstillet.
Resultatet af Integrationen vil da vare givet ved Formlen (43) og, hvis man har
H = 0, ved (50), eller mere almindelig, naar G — 2pr ikke er 0, men meget lille,

ved (49).
Ved de samme Formler kunne ogsaa Resultaterne med Hensyn til et indre Punkt

bestemmes, idet vi da have al gaa ud fra den anden Ligning (70), som farer til folgende
Vwerdier for Koefficienterne ‘

sin ¢ A
A - .—m—:“'b' oo 008 | - y == —
Z Veosd d-cos IB, (7, B “dv’

G =5@n— (LT (DS +0— 2mt 10,
o = kt 4 (v + ;})G—~§f~(2m~(;{:) TF1) + () a"cos ¥ 4z cos b —(2m 4+ 1) d cos ¢,

1 | . .Q’ o s
H == m(‘l’) g +tg0 — 2m + 1) 1g4),

1 ’ oy o 4
I = oo ¥ + 12 0 — @m + 1) 53 )
K = L -+ S ((h) tg® & -+ tg® 6 — 2m + 1) te® ﬁ') |
4sinf ' 8sindg\-+' "° ° ° '
Det indklamrede Fortegn (--) tages overalt ens enten som + cller som — og hestemmes
narmere ved den Betingelse, at G — 2px skal vere 0 eller meget lille,

Tenke vi os den saaledes beregnede Lysbevaegelse i llovedaxen frembragt ved
Brydning og indre T ilbagekastning af Lysstraaler, ville disse svare til alle de Lysstraaler,
som trefle Kuglen i Afstanden v + 4 fra Hovedaxen. Indfaldsvinklen vil svare til 4,
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Brydningsvinklen til ¢, medens & og ¢ blive de spidse Vinkler, hvorunder Straalerne
treeffe Hovedaxen i Punktet @ nden for Kuglen eller i Punktet ¢ inden for Kuglen. Efter
m indre Tilbagekastninger vil en indfaldende Straale viere omdrejet Vinklen

dn = mr +20—2m 4+ 2)¢,
naar Straalen cr traadt ud af Kuglen, og Vinklen
me=mm-+0—02m+ 1),
naar Straalen ikke er traadt ud af Kuglen.

For et ydre Punkt vil altsaa Betingelsen G = 2pz ogsaa, ifelge den ovenfor

givne Verdi af G, kanne udtrykkes ved

dn = 9+ 2p—f =tz
hvilken Ligning udtcykker, at Straalerne ere omdrejede Vinkleu & og enten ct helt Antal
Omdrejninger, naar everste Fortegn lases og Skjeringen med «-Axen altsaa finder Sted
paa dennes positive Side. eller et ulige Antal halve Omdrejuinger, naar nederste Fortegn
leses og Skjeringen foregaar paa x-Axens negative Side.

For et indre Punkt vil Betingelsen G = 2pz svare il enten

o= — b (2p L bk eller Ay = ¢+ Q2p—1i4t- Y.
Det sidste Tilfelde svarer til det foregaaende, hvor Straalernes Skjering med Hovedaxen
laa uden for Kuglen, det ferste Tilfelde indtreeder, naar Straalerne cfter at vere omdrejede
et helt Antal Gange og den stumpe Vinkel m — & treffer Axens positive Side, eller ved
at vaere omdrejet et ulige Antal balve Omgange og Vinklen 7= — & treffer Axens negative
Side, noget som ikke vil kunne indtrede for Skjeringer med Axen uden for Kuglen.

Det ses saaledes, at overhovedet alle Tilfelde, hvorunder et Punkt i Axen kan
treefles af nogen af de Straaler, som uden for Centralstraalerne ere faldne ind paa Kuglen
og have lidt m Tilbagekastninger, ere indbefattede under Betingelsen G = 2pax.

Naar for et Punkt & -—2px ikke kan vere 0, men er en meget lille Sterrelse,
saa treffes Punktet ikke direkte af de retliniede brudte, men kun af de interfererende,
bajede Straaler.

Det er ovenfor omtalt, at naar vi fra et ydre Punkt n@rme os Kuglen langs Hoved-
axen, saa ville vi kort efter at have passeret et af Centralstraalernes Brendpunkter traeffe
en Amplitude, som er dobbelt saa stor som Amplituden i Brandpunktet. Herfra kan nu
Lysbevegelsen videre bhestemmes ved de ovenfor for et ydre Punkt fundne Resultater.
Antages i disse Vinklerne meget smaa, ville vi have

—34+20—2m+2/¢ = 0, og 2m 4 171 = et Malliplum af 4,

b

altsaa er m lige for everste Fortegn, ulige for nederste.
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Endvidere findes
a0 (I— N)m ,
A:l&l‘NﬁT—W’ Fa———]\‘t—-(l—{-2a———(2m+2)/l,
0g ved Udvikling i Rekke
H = o (— 894205 — (9 + 9yr9).
Udslaget, bestemt ved (43), vil altsaa blive
A/ m Fr D gy =N Ve Selr T (a3
H (14 Nymtz2 — #5203~ (2m + 2) 8
Bemarkes det nu, at naar, som antaget, Vinklerne ere meget smaa, vil man ifelge
(77) have af — &' = ad, hvorved det fundne Udtryk netop ogsaa bliver det dobbelte af
Udslaget i Brendpunktet, saaledes som dette er bestemt i (74). Det andet, lidet betydende
Led i denne sidste Formel er her ladet ude af Betragtning. Heraf ses, at de fundne
Resultater ogsaa gjelde for saa smaa Vinkler, at de slutte sig umiddelbart til de tidligere
for Centralstraalerne afledede Formler, Ganske det samme gjwelder for de indre Punkters
Vedkommende.

Naar @ cller ¢ nermer sig den evre Grense —, vil baade for et ydre og for et

rol N

indre Punkt & nerme sig plus eller minus o, og det ved (43) bestemte Udslag vil altsaa

. - . . T . .
konvergere til 0. Naar for et indre Punkt & nermer sig 32—, vil ‘4 konvergere il

.___Zw»__ a0 -1—__.
T Al ) Snoos ¥

og Fu til C+(:}:)§, idet

C = ka+pn-§(2m3;1>+acosa»-<2m+ e cos 6.

Formlen (43) vil altsaa Dlive

_ € ——
A‘/gge(Fa+—:i)i: i Ten ‘/ai;?ﬁsinﬁcos%e(@'f-;(l‘l'( 1))
H 2Vcos (=) 1 ’

]
som, haade naar averste 0g naar nederste Fortegn lmeses, Dliver lig

5 Ci
$rwnV2xasing e’ .
Naar nu o' antages at vre et Pankt, for hvilket & nejagtig vil blive lig g, 0g naar {il
et meget nwrliggende Punkt o 4 4 svarer et af de to Fortegn (<), saa vil til et andet
Punkt a” — % svare det modsatte Fortegn. Det ses imidlertid af det ovenfor fundne Resultat,

at for begge disse to meget nxrliggende Punkter Dbliver det beregnede Udslag det samme
og uafhengig af deres Afstand fra Punktet a, hvoraf kan sluttes, at de fundne Formler

ogsaa forblive gvldige i Tilfelde af, at & naar selve Gransen 3



De i dette Afsnit fremstillede Resultater omfatte saaledes alle de Tilfelde, hvor
Lysstraalerne efter at vere tilbagekastede og brudte et vilkaarligt Antal Gange enten
umiddelbart eller, i Newrheden af Brendpunkterne, ved Interferens treffe Hovedaxen.
Foruden disse Tilfelde kan der ogsaa blive Spergsmaal om Virkningen af de-uden om
Kuglen gaaende Straalers Bojning, men disse Bojningsfenomener optrede kun i Nwrheden
af Kuglens geometriske Skyggerand og ville i et folgende Afsnit blive gjort til Gjenstand
for cn naermere Undersagelse.

Som almindeligt Resultat af det her udviklede fremgaar, at den til Amplitudens
Kvadrat svarende Lysintensitet fremtra:der meget forskjellig i de forskjellige Punkter af
Hovedaxen, snart som en Sterrelse af samme Orden som Enheden, det vil sige, som In-
tensiteten af det indfaldende Lys, snart, nemlig i Centralstraalernes Brendpunkter og i de
andre Straalers axiale Brendlinier, som en Siprrelse af Ordenen «, 0g endelig ogsaa i
nogle af Brendliniernes Endepunkler som en Sterrelse af Ordenen «3. 1 disse sidste
Breendpunkter vilde altsaa for en uendelig stor Kugle Intensiteten vere storre end i et
hvilket som helst andet Punkt i Axen (saa vel som ogsad uden for Axen), men i Virke-
ligheden bliver, naar vi holde os inden for de praktisk mulige Graznser, Intensiteten i
disse Punkler altid betydelig mindre end i Centralstraalernes forste, til m = 0 svarende,
Brendpunkt. Tages som Exempel N = 1,5, vil der forst fremkomme et saadant ydre
Brendpuukt cfter tre indre Tilbagekastninger. Seites nu m = 3, vil man finde .

' 9 — 73°39'16,6”, O — 39°46'15,8”, & = 9°826,8",

svarende til G = 27 og H = 0. Antages endvidere a = 400007, vil man af Formlen
(50), hvori kun Leddet af hejeste Orden medtages, finde Amplituden 24,681, Intensiteten
609,14, medens Intensiteten i det ferste Brendpunkt, som tidligere vist, er 217311, altsaa

.

mangloldige Gange storre.

5. « meget stor. Bevegelsen uden for Hovedaxen.

For Kuglefunktionen £, (cos ¢) haves den bekjendte Udvikling

1.3...2n—1
2.4...2n
(%L%%Q_ﬁl:)g).%%%cos (n—4)¢ + .. ) ,

hvilken Rekke, naar = er ulige, ender med det Led, som indeholder cos ¢, og naar = Cr
lige, med et konstant Led, hvoraf tages det halve.

Vi ville nu her forudsatte, at ¢ ikke er O eller meget lille, og at n er et megel
stort Tal. Man vil da som bekjendt ved Summation af Rirkken erholde det allerede af
Laplace fundne Udtryk

P, lcosg) = 2 (cos-nga 4 j‘l’}?—’%l %cos(n—&)gp -+

Vidensk. Selsk. Skr., 6. kokke, naturvidenskabelig og mathem. Afd. VL 1. 5



| 5 | _
B““W==V;mﬂ;w%m*9¢“z»

Heral dannes endvidere, med Bortkastelse af Sterrelser af lavere Orden,

dr, \
(WSSZ - ﬁ‘/vsmgp”m(" + 3 “_7&7{) '

Denne Verdi indsattes i Raekkerne (31). Da det beuaotede Punkt antages at ligge uden
for Hovedaxen, vil det ikke kunne trefles af Centralstraalerne, som svare tjl n < ny,

hvorfor Summationerne her kun behove at udferes fra n — n, til n = o, Razkl\eme
ville saaledes kunne udtrykkes ved
cos¢ 2 qu (a) , T xt—w*«)n(a))
2‘/72'7251[1508“] ((n—r 4 e an,
< it == An(@
S — ismgj ‘/Q%(a Sm( P oL 96,
Tn SIDSD {3 (79)
; COSp * 1/ 20a(d) w\ (ke—"0)
K = 7 2 gn ((n + 2 7‘) e 2/ sin Zn(d’)an, y
a an smgo 1
N 0 _ﬂ .
S = wzl/z‘ﬁ‘i ) sin ((n-}«é)gowi)e(u ) sin 2, (a) 23, .

a g Tnsin g

Vi indskrenke os i dette Afsnit til at udfore disse Summationer indtil n - Ny,
det vil sige, indtil den hojeste Greense for =, inden for hvilken Funktionerne ¢, og 2, lade
sig udtrykke ved de i (67) og (68) givne Formler.

Af Rakkerne for K og S udtages, med Anvendelsen af samme Iremgangsmaade
som i det foregaaende Afsnit, den- til

2ky =—1, 28 =—1
svarende Del. Leddene heri ville komme til at indeholde de to Exponenter

@~%~ZH+W+H~@)L

Swttes heri n = vz, blive ved Udviklingen efter Potenser af z Koefﬁcientcme til z¢

G=—39tog,
hvor Vinklen # ligger imellem 0 og ;T, Vinklen ¢ imellem 0 og 7, uden at de naa disse

Grenser. Betingelsen G — 2pm vil derfor kun kunne tilfredsstilles for p=0o0g §=g¢.
Dette forudsat, kan Summen forandres til et Integral af Formen (42), hvorefter man for
Rakken K ved Sammenligningen erholder

c08 ¢ ) . cos ¢
4 = ; = G
2ai Ta cosz?sinﬁsin;o asmgol/27m cos g

Fy = Ict——aCOSgﬂ—*/lZa H = ""Qacaosg.o



35

Det ved (43) bestemte Resultat af Integrationen bliver

Cbﬂis,/)_ e(kt—a cos P)i |
asine

Der er herved, paa Grund af Ligningen & = o, forudsat, at man har asing <a 08
0<tg<F. Erdetto ikke Tilfuidet, bliver Resultatet 0. |
Tilsvarende for R@kken S findes
| iﬂd“-““ A,
asin ¢
Ved Indsmttelsen af disse to Udtryk for K og S i Ligningerne (17) erholdes, med Bort-

kastelse af de Led, som ere af lavere Orden end Enheden, den tilsvarende Del af Kom-
posanterne é, ;7—,,, . bestemte ved

Ce = — 8in @ cos¢e(kt-—acos¢)i , .5; = — C0SQ COSg,,/ elkt—a cos¢)i , Cg — Sin¢ e(kt——acosgﬂ)i’

bvilke Verdier ses at vare ligestore med de i Ligningerne (13) givne Udtryk for Kompo-
santerne af det indfaldende Lys med modsat Fortegn. Dette Resultat udsiger saaledes
kun, at naar de tilbagekastede og brudte Straaler holdes ude af Betragtning, og Kuglen
altsaa betragtes som fuldkommen sort og uigjennemsigtig, saa vil der vere fuldstiendig
Morke bag ved den Dbelyste Kugle uden for Hovedaxen indtil en vis Afstand fra denne.
At det ogsaa er Tilfeldet i Hovedaxen er vist i det foregaaende Afsnit.

Vi udtage dernmst det Led af de to forste Ligninger (69), som svarer til

22, (a)i 22, (a)i

Qky = —— bne , 28 = —Cne

Disse Virdier indsatte i Rakkerne K og S ville give Led med de to Exponenter

(kt—ﬁg — Jala) + 2 2 0) ((" iy —%)) b

hvor, ved Udviklingen efter Potenser af z, Koefficienten Lil z¢ bliver

G = —ag—8+20+¢.
Da man maa have #>>¢, svarende til a >, kan Betingelsen G = 2pm kun tilfreds-
stilles for p == 0 og naar everste Fortegn leses. Altsaa er
G=—n7—98+20+¢=0.

For Summen K erholdes dernist ved Sammenligning med Integralet (42) Koef-
ficienterne
. cos b,

A = —1 | Fa:kt—acosﬁ+2acosg+§
aV2macosd sinﬂsingp’ 4’
—tgd+ 21tgd

H = 9singd

5¥
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hvorefter den ved (43) bestemte Vardi af Integralet bliver *
cos_ﬂéa_m__ﬁ“: elkt—~acosd+ 2acos 0)i .

K = e —————— = —
aVeos § sin g (— tg ¥ + 2tg )

Tilsvarende findes

S e —1 S”_’j” ° o obt—acosB+4-2acosg);

aVeos Ising g9 12157
Idet disse Verdier skulle indszttes i Ligningerne (17) til Bestemmelsen af Sving-
ningskomposanteme, kunne forst folgende, mere almindelig gjml‘dende, Bemerkninger gjores.
Naar Rakkerne (79) for K 08 8 cre forandrede il Integraler, vil ved Differentioner med
Hensyn til a og ¢, naar alle Storrelser af laverc Orden bortkastes, kun Potensexponenterne
komme i Betragtning. Disse ere betegnede ved fg; 0g man har

dFq
i = G = 2px.

Da ethivert Multiplum af 27¢ kan teznkes udskudl af Exponenten, vil man, naar man i
d 'y

Stedet for v vielger # som uafhaengig Variabel, altsaa have

= 0, hvoraf atter felger,
naar tillige @ er variabel,

%{”}: — cos &,

Endvidere maa ¢ indeag saaledes i Fg, at man faar
% 5 ,

dd[;aa = L (+4) = Lasin &,

Fortegnet svarende til det Fortegn, hvormed o indgaar i Fy.

Man vil saaledes erholde almindelig
& = sin®dak,  y, — | sin & cos $aK, ¢ — Tisin 8aS. (80)
Dette anvendt paa det ovenfor beregnede Tilfmlde giver

§c0sd— usind — 0,

= - y /) si ) . . R
Eesind + 9. cos ¥ = _,_L?y’:m _1,9;,4,*“_,_» elft—acosd+2acosd)i ,
Veos § sin ol—tgd 4+ 2tg )

& = ﬂﬁ_fgsb_c", sin ¢ _ elkt—acos 842 qcos 6): )

Veos I sing (— (g g L 2 tg 6)

Denne Del af Lysbevegelsen svarer til Bevaegelsen i de fra Kuglens forreste Flade
lilbagekastede Lysstraaler, og de samme Resultater kunne let udledes ad elementier Vej.
Idet ¢ er Indfaldsvinklen, § den spidse Vinkel, som den tilhagekastede Straale danner med
Radiusvektor, vil Loven for Tilbagekastningen give —m— gL 20 - ¢ == 0. Den tilbage-

kastede Lysstraale har et indbildt Brendpunkt i Afstanden gcos() (Afstanden maalt med



;:i som Langdeenhed) fra det reflekterende Fladeelement. Det betragtede Punkts Afstand

fra dette Element er acosd—acosd, og dets Afstand fra Brendpunktet acosd —4acosd.
Ligger det betragtede Punkt i selve Kuglens Overflade, har man & = 0 = m—¢,
og med det valgte Axesystem ere her Komposanterne af det indfaldende Lys

g, == singcos¢C, 7o = cos pcos gl &y = —singC, C= elittoos )i
[ Indfaldsplanen er altsaa Svingningsudslaget

%cosﬂ-—&—osinﬂ = —cos $C,

som ifelge Fresnels Love ved Tilbagekastningen forandres til
tg (f—0)

A 60 = b, cos ¢

tg(ﬂJ—b”)COS"}C b,cos ¢C,

medens det paa Indfaldsplanen vinkelrette Svingningsudslag efter Tilbagekastningen bliver
sin (f — )
S (0 _t_—ﬁm)sm ¢C = —e¢,singC.

[ den tilbagekastede Lysstraale maa dernast Intensiteten aftage i samme Forhold
som Lyset udbreder sig over et storre Fladeelement og Amplituden altsaa i Forhold til
Kvadratroden af dette Fladeelement.

Dette Fladeelement er i det betragtede Punkt bestemt ved

(a cosz‘}w—;—cos 6) 2d6.asinpdd,

som for @ = «, hvortil svarer § = 0 — n—¢, gaar over fil
acosfdf.asin é)dy
Forholdet imellem disse to Elementer er

2 sin # cos 0. sin? & L
(Qacosb‘»—acos(i)aaln(,o T cosdsing (—igd + 2tg6)’

idet « oz a climineres ved Ligningen a sin § = a sin f.

Det vil ses, at man saaledes kommer nejagtig til det samme Resultat, som ovenfor
blev fundet.

Indsmttes endelig det almindelige Led af de to farste Roekker (69), nemlig

7{” — bum e?(ln (@) — (m4-1) A, (2)) 5= Cum e2(lu (@) — (m+-1)A, (@) :

i Rekkerne (79) for K og S, ville Leddene indeholde Exponenterne

(kt—%”—xn(a)+2ma)'—(Qm-ﬁ)’\"‘“')i((”';) “%»i'

Ved Udviklingen heraf efter Potenser af z, vil Koefficienten til z?¢ blive
G —mpr—98+20—2m+2086 L9
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Heri er mz + 24 — 2m-+2)¢ = 4,, den Vinkel, som den indfaldende Straale er
omdrejet efter m indre 'l‘ilbagekastninger (S. 31), saa at Ligningen ogsaa kan skrives
G = dn—9-t¢. Det ses heraf, at Betingelsen G — 2pm er opfyldt, naar Indfalds-
vinklen 4 er valgt saaledes, at Straalen efter m indre Tilbagekastninger treffer det betrag-
tede Punkt, og at averste Fortegn maa leeses, naar dette Punkt og den indfaldende Straale
ligge paa samme Side af Hovedaxen, nederste Fortegn derimod, naar de ligge paa mod-
satte Sider af Hovedaxen.

For Summen X erholdes dern®st ved Sammenligning med Integralet (42) Koeffi-

ient 508 ¢
cienten R 2_&93‘9}_(7,,,7”_“*_‘ ,
" aV2macos J sin f sin @
for Summen S Koefficienten
A= —_ 28¢0n

" aV27a cos #sindsing ’
og for begge Summerne Koefficienterne
o = kt— qcos &+ 2acos f — 2m-42)d cos ¢ - (p—tm=F Y,

1 /
H=QW(-tg&+2tg6~(2m+2)tg0),

1 ’

Resultatet er givet i Formlen (43) og i Tilfelde af, at man har H = 0, ved
Formlen (49). I det forste Tilfelde vil Udslaget, hvis Komposanter ere bestemte ved Lig-
ningerne (80), blive af samme Orden som Enheden, i det andet Tilfelde (H = 0), som
reprasenterer alle Brandfladerne, vil Udslaget blive af Ordenen «*, Intensiteten af Ordenen
at. Da alle Sterrelser, som ere af lavere Orden end Enheden overalt i denne Regning
bortkastes, vil man altsaa her kun have at medtage det forste Led af Formlen (49).

Ivorledes Lysbeviegelsen i Nwrheden af Brendfladerne er beskaffen fremgaar af
de til Formlen (49) knyttede Beregninger o0g efterfelgende Diskussion. Det ses heraf,
at naar H narmer sig til 0, hvilket sker derved, at vi nzrme os Brendfladen fra den
Side, hvor de retliniede brudte og m Gange tilbagekastede Lysstraaler kunne naa hen
(G = 2p=), saa vil Svingningsamplituden voxe gjennem en periodisk Bevaegelse fra at
vere af Ordenen «° til Ordenen gt Det sidste og sterste Maximum naas, forinden vi naa
til selve Brendfladen, hvorefter Amplituden aftager til den ved Formlen (50) bestemte
Sterrelse, svarende til selve Brandfladen (=0, G = 2pm).  Derefter aftager Ampli-
tuden hurtig til 0. 1 Maximalpunktet nzrmest Brendfladen er Amplituden 1,504, Inten-
siteten 2,262 Gange storre end | Brendfladen.

Da Bestemmelsen af Lysintensiteten i 08 i Narheden af Braendfladen har serlig
Interesse, navnlig af Hensyn til Regnbuens Theori, skal jeg legge Formlerne herfor
narmere tilvette for den numeriske Beregning.
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Lysintensiteten af de m Gange fra Kuglens Inderflade tilbagekastede Straaler vaere
i det ved ¢, ¢, a bestemte Punkt betegnet ved Inm(g). Amplituden bestemmes ved Lig-
ningerne (80), hvorefter Intensiteten, Amplitudens Kvadrat, findes udtrykt ved
Llg) = a? sin® ¢ Ampl. (K2 4+ 8%).

Ifelge den almindelige Formel (49), hvoraf kun det ferste Led medtages, er

kat 2 c0s%¢g %, m
Ampl. K? = —; Q*4*, hvor A4? = — Lo
915 atam cosd sindsing
4 o . 2 sin%¢c®
Ampl. S? = -(-1—2 Q242, hvor A% = »z—————"}_—”-ﬁ—— .
95 atamcosdsinfdsine

Er det indfaldende Lys upolariseret, hvad vi i det feolgende ville forudsette, erholdes
Intensiteten som den til alle Verdier af ¢ fra 0 til 27 svarende Middelverdi. Der settes
derfor

cos2 b2, m -+ sin®P e m = L%, m € m) s
hvorefter vi med den ovenfor angivne Vierdi af I erholde

ba¥ Q2 sin? ¢ ( 6 sin? @

' 3
R S e et b2 m 2 m) -
97 sin @ cos & sin —tg3ﬁ+2tg30—-(2m+?)tg30> - )

2

]m(¢) =

Indferes to nye Betegnelser p og p’ ved
tg — ptgd, NP =7p,
erholdes ,
(Ncos§ —cos )" 94’ (I—p)™
(N cos @ + cos §)™t? Paxpmee
B . (cos § — Ncos )™ (1—pm
Cy,m == 92 Ncos dcos 7} (COS g+ NCOS&’)m+2 P (] "i‘ p)m+2 .

b, m = 2Ncosfcost

Tillige ere Vinklerne 8, " og & bestemie ved

sind — Nsing = |/ I, g9 — 2p—m— gt
ligesom man ogsaa har P
asind — asinf, a«d=2zR, al=27T,
idet R er Kuglens Radius, r Punktets Afstand fra Centret, begge maalte ligesom A med
en vilkaarlig Leengdeenhed, samt (se Side 17)

7 \¥
= 3(= | W.
¢=1(3)
Ved disse Substitutioner kan Intensitetsformlen gives Formen
w2

— O (a)
Sin 90

Lulp) =

hvor C, er uafhengig af ¢ og bestemt ved



R® 48p2(Ne—1)

o B ( R(pt— N9} ) (e = Az )
7% cosd(p?—1) 61([,2___1)%(},3_4(1)__,”_‘”3_”1_“1) (14-p)2m+4 (1L pjemti

cosd — . pVN —1 —

l/p 1)+ 4(p p—m—1)2(p?— N?)

Den i Formlen () indgaaende Storrelse W er bestemt ved

W = (cosg (@3 —m'w)dw,

0

hvor m" er afhengig af ¢ paa folgende Maade. Man antage $o at vare den Vardi af ¢,
som svarer til Brendfladen og altsaa er bestemt ved

G = mlt‘*29+20——(2m+2)0—, Qo = 2[7171',

hvor p, er et helt Tal. luttcrrnet for ¢o, som ligger imellem 0 0g m, bliver bestemt ved
selve Ligningen.

Swttes nu ¢ = ¢, ¢ » erholdes G — 2p 7 = — @, men ifalge (46) er
: G——Q]O;TC = ~—s(;1;>d, hvor ¢ = (g)zm’.

Saaledes erholdes, naar tillige den givne Veerdi af 7 indferes,
——to8 _J_ o3 g | ol g
P :«_(g)"m( tg®d+21g° 6 — (2m+ 9tg a) ’

6a?sin?f

0g mced de ovenfor benyttede Substitutioner

6 — w (&?‘_82“”<P3—~4<P~7"~1>3-»m~1>£22?_;“’2’%)%.

— ¢
48 R?p® (N2 —1)3 ©
I Tilfelde af, at o kan betragtes som uendelig stor (Regnbuen), har man & ==
P = m 1, hvorved Formlerne (b) og (c) reduceres til
Cp = 148" <NL1)(!3£“_N2)1 ) ( p A=pl |, (1—p>2m) v
o pt—1 62p%(p2—1)% ( 14—p’)2"l+‘* (1-}-p)omts
2 (2 —_ 2
48R2 2N 1)F

Ligningen W = 0, som svarer til Inlp) = 0, giver, som omtalt Side 17, en
R('Ll\]\C Vardier af »/, hvoraf den g-de for tilstrekkelig store Verdier af q er bestemt ved
3(g— 4% Hertil vil svare

= ) SR )

under hvilken Form Resultatet, udledet ad elementaer Vej, nylig er fremstillet af M. Boitel 1y,

') Journ. de phys. S.1I, 1. S, p. 282, 1889.
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dog med den Forskjel, at paa Ligningens venstre Side traeder hos Boitel tg o i Stedet for
o. Ved Beregningen af nogle Forseg med en Glasstang har derimod Mascart?) benyttel
Formlen ¢ == A(q——%)g og fundet selv for temmelig store Verdier af §(9°) en god Over-
ensstemmelse imellem Torseg 08 Beregning.

Intensiteten i ‘selve Broendfladen (m’ = 0) er besteml ved

sin @, ’
wvoraf atter den egentlige Maximalintensitet, som svarer til m’ = 1,0845, med til-
strekkelig Tilnermelse (idet den til denne Verdi af »’ svarende Veerdi af ¢ i Reglen bliver
meget lidt forskjellig fra ¢,) Kan findes ved Multiplikation med 2,262. Paa denne Maade
har jeg beregnet Maximalintensiteten i et Par Exempler. ‘

Man antage R = 10, N = 1,5, A = 0,0005™°, m = {. For et ydre Punkt
umiddelbart ved Kuglens Overflade er » =R, § =10, tgf=4tgt, altsaa p= hy p' == wq.-.

4y 12\F Ca
]m(gﬁ‘o) == —1*132—)— (;) _

ldet C,. bestemmes ved Formlen (b), findes med disse Talverdier Maximalintensiteten 1ig
4,5423. Da denne Intensitet er proportional med R, ses heraf, al sely for meget, indtil

nesten 100 Gange, mindre Kugler vil [ntensiteten blive sterre end 1. 1 en Afstand af en

halv Radius fra Kuglens Overflade er r = 15R, ¢ = g, p= 5;—,- p= 1—99, hvortil

svarer Maximalintensiteten 0,9423.

Af disse Resultater fremgaar det, at der i saa godt som alle praktisk forefaldende
Tilfelde af gjennemsigtige Kugler vil kunne findes Steder udenfor Kuglen, som blive helyste
lige saa sterkt af det direkte indfaldende Lys, som fra den anden Side af det en Gang
fra Kuglens indre Flade tilbagekastede Lys, hvor dette er stmerkest. Da saadanne Steder
vistnok let ville kunne opseges experimentalt 0g ved de meddelte Formler ligeledes ville
kunne bestemmes theoretisk, vil der herved vere givel et godt Middel til at kontrollere
Overcnsstemmelsen mellem Forsog og Deregning.

Som et andet Exempel vil jeg vielge en kugleformig Vanddraabe med Brydnings-

4
forholdet % For m = 1 og a uendelig stor findes her
)

2
Maximalintensiteten == 0,06728% (!;>,;

Tages til Sammenligning en anden ligesaa stor Kugle med fuldstendig Tilbage-
kastning, vil i samme Afstand Intensiteten af det fra den forreste Flade tilbagekastede
2

Lys vaere ;— - Disse to Intensiteter ville altsaa veere lige store, naar man har R = 51,304,

som for A = 0,0005685™™ giver R = 0,03 Ved en Regndraabe med en 8 Gange saa

1) Comptes rendus de TAcadémie des Sciences, L 106, p. 1575, 1888

vidensk., Selsk. Skr., 6. Rekke, naturvidenskabelig og mathem, Afd, VI f. 6
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s

stor Radius vilde Maximalintensiteten” af det fra den indre Flade en Gang tilbagekastede
Lys vare dobbelt saa stor som den Intensitet, man vilde erholde, naar der i Stedet for
Regndraaben sattes en ligesaa stor totalreflekterende Kugle.

I Stedet for en enkelt Kugle ville vi nu tenke os en Samling af lige store adskilte
Kugler, alle lige sterkt belyste af de parallele indfaldende, upolariserede Lysstraaler, hvis
Intensitet vi swtte lig 1. Kuglerne antages at ligge saa tet eller | et Lag af saa stor
Udstrekning, at Synslinierne fra den fiernt stillede Tagttager overalt tramffer en af Kuglerne.
Den hele Maengde af Kugler, der ligger inden for en Kegle, hvis Spids er i lagttagerens
Qje og som‘z omfatter Enheden af Rumvinkel, vil da udsende Lys, hvis Intensitet i Keglens

Spids er RL%} Gange storre end den Intensitet, som skyldes den enkelte Kugle. Idet vi

kalde Intensiteten af det Lys, som indenfor Enhed af Rumvinkel trefler lagttagerens @je,
den tilsyneladende Klarhed, ville vi altsaa for en saadan  Samling kugleformige

4
Regndraaber med Brydningsforholdet § have
1

Max. af tilsyneladende Klarhed == 0,06728;11_— <—§)!

For en lignende Samling af totalreflekterende Kugler vilde man, uafhengig af

Kuglernes Sterrelse, erholde den tilsyneladende Klarhed Ved Sammenligningen maa det

2“;.
imidlertid her bemearkes, at alt det Lys, som ved en enkelt Tilbagekastning gaar ind imod
Systemet, ved nye Tilbagekastninger fores tilhage igjen, hvorfor den tilsyneladepde Klarhed

her rettest ber fordobles eller seties lig 5‘;{ Dette forudsat, ville de to Systemer ved

enkeltfarvet Lys eller betragtede gjennem ct ensfarvet Glas ses med den samme tilsyne-
ladende Klarhed, naar Regndraabernes Radius er 8 Gange saa stor, som ovenfor beregnet,
altsaa naar den er 0,24mm,

Lysfenomenerne ved den her betragtede Samling af Regndraaber svare til de
fuldt udviklede Regnbuer. Beregningen af disses 0g de surnumerare Regn-
buers tilsyneladende Klarhed vil nu for de enkelte Spektralfarver kunne udferes ved de
meddelte Formler (a), (), (¢} i Forbindelse med en Tavle over Integralet W. Her skal
sluttelig kun som et Exempel, der tillader en Kontrol ved lagttagelserne, anfores, at den
anden, efter to indre Tilbagekastninger fremkomne, Regnbue efter Beregning har en
7,864 Gange mindre tilsyneladende Klarhed end den forste Regubue, sclvfolgelig forudsat,
at de ere dannede under samme Betingelser.

Lysbevaegelsen i en Kugles Indre bliver at bestemme ved Hjelp af Rekkerne for
K" og § (79), idet heri smttes
(Apla)—(2m~+1) 2, (a'))i

! n A
k, = n,m€ . y Su = Ta,me

An(@)—@mA-1)2, (a') )i
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Der vil i Leddene fremkomme de fire Exponenter
nw , , T .
(kt I ) )+ D) — @ 1)zn(a1¢((n 4+ %)90—~Z) )z ,
som ved Udviklingen efter Potenser give som Koefficient til 22

— em— 0+ D) (_&'-—;i) LO—@nd 10 e

Iexi er mm —+ 0 — @m+ 1) = A, den Vinkel, som den indfaldende Straale er omdrejet
efter m indre Tilbagekastninger. Betingelsen G = 9pm giver den N&TMErc Bestemmelse
af de to dobbelte Fortegn, 05 det vil ses, at ligesom for et ydre Punkt svarer overste
Fortegn for ¢ til det Tilfelde, at det petragtede Punkt og den indfaldende Straale ligge paa
samme Side af Hovedaxen, samt at ¥ og ¢ have samme Fortegn, naar den Straale, som
treeffer det betragtede Punkt, skjerer Hovedaxens positive Side, men modsat Fortegn, naar
Skjeringen falder paa Hovedaxens negative Side.

Ved Sammenligningen med Integralet (42) crholdes dernest for Rakkerne K og S
henholdsvis Koefficienterne

1cos ¢ sin ¢

A = :F (:L—) e T 0g A = =+ e
' V2ra cos ¥ sin fsing ° T o V2macos ¥ sin fsing

?

samt for begge Rakker

Fo — ki + () (a’cosb"—\—%) tacos f— (2m- 1 cos i (P"%m“*"ﬂ:éi)ﬂ’

. 1 ,
H = Qsinﬁ((:t)tgz‘} 4 tgf—@2m+ Higd),
= 1 a3y o8 9 o8 g
I = égﬁm((i)tb §Atgdt— 2m 1)1 0).
Til Bestemmelse af Svingningskomposanteme g, 5’, Z tjene de med (80) analoge
Ligninger '
7 = sin? ¥ K, 7 = T (b)sin S eos ¥ K, T = TFidsin ¥S. (81)
Lysbevagelsen er saaledes bestemt overalt, for saa vidt det er tilstrekkeligl at ud-
fore Summationerne med Hensyn til » uden at overskride Grensen n = Tg, hvorved er

forudsat, at Formlerne (67) og (68) for . 08 Ja, der atter bestemnme Funktionerne ¥ 08
Wy, €re brugbare. Naar denne Granse for n mad overskrides, bliver det nedvendigt at
soge andre Udviklinger for disse Funktioner, hvad jeg i det folgende Afsnit skal gaa over til.

Endnu skal kun bemarkes, at naar & naaer Gransen 721 i isolerede indre Punkter,
san lader Bevegelsen sig 0gsad her beregne ved de givne Formler, hvorfor Beviset kan
fores paa samme Maade som i det tilsvarende tidligere (Side 32) behandlede Tilfalde, da

Punktet var beliggende i Hovedaxen.

6*
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6. Fortsmttelse. Fuldstendig Tilbagekastning, Bojning.

Funktionerne v, og w, kunne 0gsaa bestemmes paa en anden Maade end den,
som tidligere (Side 22) har vaeret benyttet, ved en ipvrigt ganske tilsvarende Udvikling.
Man har identisk ‘

— i-logi . T —Qlog;:;"
Uy == V Up Wy € ¥n Wy === V'l’n wy € n
Swttes
Vo Wy == 7 ~log 2n —
nn == Ty, 2 ) w, /ln 3
vil man altsaa have
Up == Vrn e y Wy = Yr, e, (82)
Med Benytlelse af Ligningen 1w, v, — wyv, — 1 vil man cuodvidere, naar den
Variable betegnes ved a, erholde
dyn, © 1
. \ (83)
da 2,
hvoral ved Integration og med Indferelse af den til @ = 0 svarende Verdi af Mn
1 a?ntt @ 1 2n+1
M = ~-log~‘,v-2 s +\da{ — """}, (84)
2018 212 @n 4+ 1) T N o 2a

Endvidere give Raekkerne (22) og (24) for v, og w, ved Multiplikation

_ 2a (2 1 (2a)8 1.3 .
2 = BT iRk 12 3 2 T o @ngs) gqg T (89

Rigtigheden af den her antydede Lov for Réakken kunde ogsaa vises ved Dannelsen af
Differentialligningen for 7n.  Man kunde, idet w, antages at tilfredsstille Differentiallig-
ningen (21), mere almindelig swtte

=
Uy = Vpy, e P", (86)
som indsat i (21) farer til Ligningen
a*p, 1 dp,\2 nn-41) 2 1 0.
e — — | ——— L 20° == 87
Py 2(da)+(1 — >2pn.+ ¢ ; (87)
hvoraf atter ved Differentiation fremgaar den linemre Ligning
d®p, an+1)\dp,  4dnin1)
A (- ) D20 AR )
dav T4 (1 a? ) da T s P 0. 188)

Ligningen (86) svarer til Ligningerne (82) for Prn =1y 08 ¢ =1 ligesom den svarer tjl
Ligningerne (63) for p, = g, og ¢ — -Li. Altsaa maa den sidste Ligning (88) tilfreds-
stilles saavel for Prn = qu som for p, == r,, og det vil da ikke vere vanskeligt ved Hjalp
af denne Ligning at kontrollere Rigtigheden af Lovene i de for 9n 0g 7, angivie Rekker.
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Saavel = som a betragtes som store Tal, begge af Sterrelsesordenen «. Naar vi
endvidere ligesom tidligere ved Summationen af Rekken for g, lade alle Sterrclser af
lavere -Orden end Enheden ude af Betragtning, saa vil under visse Betingelser Rakken

(85) kunne summeres ved
a

Betingelsen maa bestaa i, at a ikke overskrider en vis Grznse, men ved nermere Betragt-
ning af Rakken vil man snart blive opmaerksom paa, at Bestemmelsen af denne Granse
frembyder visse Vanskeligheder. Rakkernes Led ville nemlig for a < n ferst aftage, naa
et Minimum og derefter voxe, faa vexlende Fortegn og naa et Maximum for sluttelig at

aftage til 0. Saaledes har det Led, som gaar forud for det forste negative Led, allerede
naaet Sterrelsen

2’I°n == (89)

(2a)rtt . 1.3...2n—1
3. 4n+1 2.4...2n °

som for ea>>2n 41, f.Ex. a = 0,75n, med voxende n voxer i det uendelige.
Det vil derfor vere nedvendigt at bringe Rakken for r, under en anden Form.
Ved Hjzlp af Ligningen
1.2.3.
(2n—-2m+1)(‘)n——2m+3 (‘)n—|—2m+1)
kan Rakken (85) gives Formen

T

F) 4
Qry = Qasodw sin_(2n+1)w( 12 5111 22 -+ 1;122 sinte —. ..),

w

2
= (—1)™ Soda: sin (2n -4 1) sin®*"x ,

og med Benyttelse af den Besselske Funktion Jo

x
1y = Qanw sin(2n+ l)aJ,(2a’sin 2). (90)
0

Vi udfere denne Integration ferst fra @ = 0 til @ = &, idet h antages saa lille, at man
uden kjendelig Iejl kan satte & for sin z, saalenge z er mindre end A Denne Del af
Integralet vil saaledes ved Indforelsen af en ny Variabel y = (2n -+ 1)x blive

a (2n4-1)h y a (@ret)h ay ay 1 .
oy oty) = S (1= () 2 () ) o

Dette Integrals evre Grense vil kunne betragtes ganske som den Art af ubestemte,
vilkaarlige Sterrelser, vi have betegnet ved Fellesmerket @, 08 lnte<r1at10nen vil derfor
kunne udferes ved Formien (39). Resultatet bliver Rakken

a a 31 a 51.3 - a
=N (7:1‘“) 7t <n+ ) 2 AT T e

hvor Konvergensbetingelsen alene er a <_n - .
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I den anden Del ar Integralet (90) kan den Besselske Funklion udvikies efter
aftagende Potenser af a i den bekjendte semikonvergente Raekke

1 . T
Jy(2a 8iN &} == === 05 (2(1 smx——*}) + .o,
Tasine t

3

hvor Leddenes Storrelsesorden er a *, a ¥, .,

Denne Del af Integralet vil saaledes med Udeladelse af de folgende Led af Raekken
for J, blive

DT
a ysiny cos (2a sin T —Ti) _
" (en+1) 0 V““ Si"‘-’"n’%
@t 2 '
V%“%_: dy Sin((l - n%)?/ %2"4(?/“*.:7)“% +:Z7?+ Sin(g: FZMD@ .
S @nt1)h V.%’ - ﬁ(ﬁ})a + ...

Det ses heraf, at saalenge Differensen n - 3 —a er af Ordenen a, saa vil denne
Del af Integralet blive af lavere Orden end Enheden, og da Ligningen (89) forudsetter, at
disse Sterrelser lades ude af Betragtning, saa vil altsaa denne sidste Ligning forblive . gyldig,
naar blot Differensen » - #—a er positiv og af Sterrelsesordenen a. Denne Betingelse
svarer saaledes, med Ombytning af a og'n+-%, ganske til den for ¢» Ligning (67) gjeldende.

Settes i Ligning (84), idet n forudsznttes meget stor,

3% @n— 1220 -4 1) — 2(2n - 1)t g-entt)

erholdes nu ved Hjzlp af (89)

1. /*H_l [T —
= —dlog 2t 4 g tog PRV A et | (93)

Vi ere saaledes i Stand at bestemme Funktionerne v, 08 wn saavel for n+ L >gq
som for n 4 1 < a, i ferste Tilfzlde ved Hjelp af 7, og p., i andet ved Gn 08 Az. Men
der bliver endnu et Gebet tilbage, hvor disse Funktioner ikke ere bestemte ved de fundne
Formler, nemlig naar Differensen 7+ 4 —a, hvad enten den er positiv eller negativ, er
af en Javere Sterrelsesorden end .

Medens vi hidtil have segt at summere alle forekommende Rgkker med en saadan
Nojagtighed, at kun de Sterrelser, som ere af en lavere Orden end Enheden, ere bort-
kastede, ville vi nu i det folgende indskrenke Nojagtigheden saavidt, at kun Leddene af
hejeste Orden medtages. Dette forudsat, vil man, naar n-+4%—a er af en lavere
Starrelsesorden end a, ved Bestemmelsen af 7, kunne bortkaste alle Sterrelser, som kun
ere af samme Orden som Enheden, da 7, selv vil vise sig at vere en Sterrelse af hejere
Orden. Naar vi altsaa betragte den valgte Grense (2n+ 1)k som en Sterrelse af Ordenen a®,
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saa vil hele Integralet (91) kunne bortkastes, idet de to i Integralet indgaaende Funktioner
sin og J, ikke "for nogen Verdi af den Variable kunne blive numerisk sterrc end 1.
Endvidere vil den anden Del af Integralet, bestemt ved (92), reduceres til
(2n+i)§ )

\/ o \y sin((l—,,—i‘,;)y+2~4,—‘,‘§§)~,,__‘_+%r_)
(272—][—1)3‘ Y i LA
@nt+1)h

08
V=it

hvor atter den lavere Granse kan forandres til 0, da heller ikke her Integrationen fra 0
til (2n 4 1)k kan fere til et Resultat af hejere Orden end Enheden, medens den evre

Graense for a efter Substitutionen ay® = 24 (n + 1)% ligesom for kan betegnes ved w.
Man erholder saaledes, naar alle Led, der kun fore til Resultater af lavere Orden, bort-
kastes,
¥ y 24\% % T
2rala) = — dza—%sin ((n—l—%-——a) (-—)sw -+—x+f7) . (95)
BV a 4
0

Ved Udvikling efter Potenser af n + 1—aog Integration ved Hjelp af Ligningen
(39) vil man heraf erholde

N I RN E AW 94\i1 (5. bx N
Urala@) == :;%/_;{] (é) mg——lrl<€)sm—gz-(n+§——a)<—‘—1—)5—1—+1”(6)sm-§-(n+¢}-—a)2(——a—)3r§+...}.

I denne Rkke bliver 2det, 5te, 8de, ... Led lig 0.
Swttes for Exempel a == n -4, erholdes

Qrp(n-+1) = cln433, ¢ = 317;‘“ = 1,08874, Logec = 0,0369226 . (97
sy

Ved at indsette Rekkerne (23) og (25) for vn 08 i r, = vyw, har jeg beregnet

nedenstaaende Tavle, som viser en overraskende god Overensstemmelse mellem de virkelige

og de ved Formlerne (97) beregnede Verdier af raln + 1) allerede ved de laveste Verdier af n.

n = 0, 1, 2, 3, 47 5, 6,
Qrpin + 1) = 0,8415, £,2416 , 1,4756, 1,6518, 1,7967, 1,9212, 2,0314,
c(n +%)’3 = 0,8641, 1,2463, 1,4776, 1,6530, 1,7975, 1,9218, 2,0319.
Det vil bemerkes, at naar n-+3j-—a er af hejere Orden end «¥, vil Leddenes
Sterrelsesorden vaere voxende. Men med denne Foruds®tning vil ogsaa Integralet (94)

. . a
ved Substitutionen (1 - 1

T a wdm oo
—_ /__—___.__.-—.—.— —— 8 { L) == T 98
21 ¥ (2n+1,_2a)nng s (Mr 4) Viaintl—a) i

)y = x reduceres til

—— ) (94)

(96)



som viser, at vi nu atter kunne gaa over Lil den simplere Formel (89) for 27y, idet denne
forer til det samme Resultat, naar alene Storrelserne af hejeste Orden tages i Betragining.
Med denne Indskrenkning i Nojagtigheden vedbliver altsaa Formlen (89) at vaere gjzldende
saalenge Differensen n+4-1—a er af en hajere Orden end . Naar Differensen n-4-1—a
ikke er af lavere Orden end @, S3a er 7p(a) aldrig af hajere Orden end Enheden. FEr
nemlig denne Differens positiv, fremgaar dette af Ligningen (89), er Differensen negativ
ses det samme ved i Ligningen =, — Untwn at udirykke v, og w, ved Ligningerne (23) og
(25). Hvis derimod Differensen n-+4—a bliver af lavere Orden end a, saa kan »,(a) blive
af en hejere Orden end Enheden, og denne Funktion vil ved Variation af n sluttelig ifolge
(96) naa sin haejeste Veerdi for n+ 3 == q,

I Rakken (66) for ¢, vil det almindelige Led, naar n+4-—a er af lavere Orden
end «, kunne bestemmes ved

n—m+1)(n—m +2)...(n+m) 1.3...2m—1 . r"’”’(n-%-;}—}—m)l‘_‘"“"“
am 2.4...2m B Vf‘:z-—;-; a2m(n+.é.~_7n)”+}‘m )

Ved Forandring af Summation til Integration vil man erholde

" dm  Fim) (n -+ 1)%—m? n44+m
—_ \ — /v [ [ QM N LA 1 o=
qnla) Vo ¢ ,  I(m) 2m 4+ m log P> = (n+4) log nti—m’
o

eller ved Udvikling efter Potenser af m

a m3 1l md 1
P(ﬂl) == ——2m]0gn *—‘%hz(mm-%m*%)‘zm%—)

Settes dernmst m3 == 3(n+43)% vil, med den her udkrzvede Nejagtlighed, Integralet kunne
reduceres til ‘

1 (0 1 2 a 1
gula) = AN gt bt oy ot o
3V

0

a—n—1
Heri vil ligeledes med tilstrekkelig Nejagtighed kunne sattes logna == n

h vor-
[ b
é‘ l. %

efter Integrationen forer til Resultatet

(n 4+ 15[ /1 3 24 \41 5 24 \3 1
Gala) == W[r<g)+r<g)("+ﬁ_‘“)(ﬂ—;> ‘]“+F(6—)(n+%*“‘a)2(m> 19 +] (99)

Inds@ttes heri @ = n -1, faas med samme Betydning af ¢ som ovenfor
2 1 2 )
w(f+3) = —cn+ 37, Log-Z=c¢ = 0,0993920 . (100)
gnin+14) V3(+2 ) DVS ’ .
Ogsaa her finder en god Overensstemmelse Sted med de umiddelbart af Rekken (66) be-
regnede exakte Verdier af g¢,(n -+ 1) allerede ved de lavesle Vierdier af n, hvad falgende
Tavle udviser.
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n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
guln 4+ 1) = 1,0000, 1,444%, 1,7104 , 11,9121, 2,0783, 2,2215, 2,3482,
2 )
Vg(n—k‘})? = 0,9978, 1,4391, 1,7062, 1,9087, 2,0755, 2,2191, 2,3462.
Analog med 7, vil ¢» kunne udtrykkes med den begriensede Nojagtighed ved Lig-
ning (67), saalenge Differensen a—(n-+1) er af hejere Orden end «¥, men modsat ry
har ¢, en med voxende n stadig voxende Verdi.
Af de saaledes fundne Verdier for 7, og ¢ kunne saavel Z» 0g pa SOM vn 08 Wn.

o . . . . T

beregnes.  Af Ligningerne 27, = 20pWn == Gn gm 2)\/,, findes sin2q(n -+ 3) = sing,
. . nr w Imw Am

Wvoraf for An(n -+ 1) fremgaar Verdierne X 'g, A men bestemmes Ap(n -+ 3)

nermere af Ligningerne v, = I/Zj; sin Ap, wp = V% cos A, for m =0, 1, 2, 3..., findes
henholdsvis

Aun414) = 0,5, 0,5165, 0,5203, 0,5215. ...
Denne Rwkke konvergerer ojensynlig til den laveste af de ovenfor angivne Verdier,
nemlig {il

Ialn+§) = T = 0,5236 e (101)

Heraf findes atter ved Ijelp af Ligningerne v = & = sin® 2,
paln+3) = —log3. (102)
Da man har Az(a) = -(]—1,!(717 08 pal@) = .272@—), ville nu Rakkeudviklingerne for A,(a) og

pala), idet for Kortheds Skyld gnin-+1), ralnt3), ¢nin+1%), 0.s.v. betegnes ved ¢, 7y ¢y-nn s
blive

T _ g lazn—}P 103

Zﬂ(a)"“"e’{”q 1 q‘; 12 +7 ()
1 ta—n—3t o (a—n—3})° »

pala) = — )‘—log3+—2—;~———i—»~ﬁ——ﬁ-(-—1«2—z——+... : (104)

Heri ville ¢, #* og de hejere Differentialkoefficienter af ga{a) 0g ra(a) med lensyn til a
2

for @ = n 4 vere at beregne af Ligningerne (99) og (96). Saaledes findes ¢’ = ———‘—/—,3-_,

P o= 3(—’1:_»7), hvilken sidste Veerdi kun er_af Ordenen o og derfor maa betragtes som 0.

¢ ¥

‘ Selve Funktionerne v, og w, kunne bestemmes af Ligningerne (Vn—t=10n)? = @n—=20n,
idet Fortegnene for v, 0og w,, som her er ubestemt, nzrmere bestemmes af v, = Vg sin x,
Wy = Vg, €08 An, hvor Vq. er positiv. De Raekkeudviklinger, jeg ad denne Vej har fundet
ved Hjelp af Reekkeudviklingerne (96) og (99), hvori uden for Differensen n-§—a de to
Starrelser n-} % og a kunne betragles som lige store, ere

Vidensk. Secisk. Skr., 6. Rwkke, naturvidenskabelig og mathem. Afd. VI 1. 7
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vpla) = C(F(;—) cosg—i—lj(,;) cos%ff-li +IT<§—) cos%-f—z-}- . ..), ~(105)
(o) — C(P(gl)(l+sing)+F(§>(1+sin§g):—+l’(g)<1—}-sin%r)%—f-...), (106)

hvor .
— (a2} 1 — (8)3 1
“(6)175:’ s—(u) 4 1—a).

Disse Rakker kunne ogsaa let fores tilbage til de bestemte Integraler

Un(a) = C’Swd.z'w“g cos (sat + ) (107)
0
wy{a) = C [ Swdwm—g ee-”L” -} Swda:w“‘} sin (e &% 4 .z')] . (108)
0 0

Ved at indsztte Rekkerne (105) og (106) i (vn = a)® = gu =27, vil man uden Vanskelighed
kunne overbevise sig om Rigtigheden af disse Udviklinger. Til Brug for denne Beregning
skal jeg her anfore Ligningerne

12 1V /7 /1) - 1 2 T f1 2\ 21 /7 f5
) =2VErG). 1)) = 2V5n(h). (&) = 2V51(3).

Vi kunne nu gaa over til Fortswmttelsen af den i forrige Afsnit afbrudte Beregning
0g betragte forst det Tilfelde, at Kuglen har et mindre Brydningsforhold end det om-
givende Medium. Vi forudsmtte altsaa N<1, hvormed folger, at Ligningen asinf = ¢ sin @’
bliver umulig for sin § > N. .

I Ligningerne (33) og (34) smttes nu va(e) — Vrald) %) medens vn(a@) 08 wyl2)
ligesom tidligere udtrykkes ved g¢.(a) og Aala), og ligesom ¢, kan bortkastes i Sammen-
ligning med gn, saaledes vil ogsaa 7, kunne bortkastes i Sammenligning med r,. Idet
@nlay bestemmes ved (67), 7,(«) ved (89), vil man erholde

2= — 1 SO LB I e VI AT o — Ve g

1
. — 2
Int 2rala’) Ve Vint-3)P—d? + Va? — (nF- 52 N2’

og settes

Va2 —in 4§ o _ g 0

Vint- 12— o2 ’
faar dette Udtryk den simplere Form

Ok = — 1 4 2=
Paa lignende Maade erholdes

. 2’—‘—‘ H—T‘z
28, == — 1 + eg(ln(“)‘—dﬁ , tgd — Va (n-[—§) .
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Det Tilfelde, at man alenc har 9k, = — |, 28 = —1, har allerede vieret be-
handiet i det foregaaende Afsnit (Side 34). Det var her almindeligt forudsat, at Funk-
tionerne ¢. 0g Ao for alle de forckommende Variable skulde kunne udtrykkes ved de 1
Ligningerne (67) 08 (68) angivne Formler, men det vil bemarkes, at for dette swerlige
Tilfeldes Vedkommende, hvor k. og s, slel ikke indeholde de Variable « og &, have Vi
kun at gjere med Funktionerne ga(a) 0g 4n(a), 08 Betingelsen for, at disse skulle kunne
udtrykkes ved (67) og (68) er alene v +1i = asind < a. De fundne Resultater gjelde
altsaa indtil Afstanden a fra Hovedaxen, og som det vil erindres bestod den paa denne
Maade fremstillede Lysbevaegelse uden for Kuglen i selve det indfaldende Lys i Rummet
paa yz-Planens negative Side og fuldstendig Morke paa den positive Side af yz-Planen.

Antages dernst

ok, — RUNCEDLE

25, — RICCEL

og smttes heri paa sedvanlig Maade n = v 42, vil det bemerkes, at Udviklingen efter
Potenser af z af A,,,(a) give Koefficienter til de forskjellige Potenser af z af en hgjere
Stxarrelseso_rden, end dem som erholdes ved den tilsvarende Udvikling af & og 4. ldet vi

altsaa smite v 4+ 3 = asin g, ville ¢ og 4 kunne udirykkes ved de konstante Verdier
cos @ cos ¢
to 6 == ——,::T_—-————’——'-”—_::N‘z t"' A T eI T
© Vsin? § — N* e Vsin2d — N*

Udtrykkene for k, 0g s, svarc nu ganske til det tidligere (Side 35) behandlede Til-
fielde, hvorved Tilbagekastningen fra Kuglens ydre Overflade bestemtes. Forskjellen bestaar
kun i, at Faktorerne b, og c, ere gaaede over til —1, 08 at Fasen er formindsket i K
med 20 og i S med 24, og de tidligere fundne Resultater ville altsaa med disse For-
andringer her finde Anvendelse.

Greensetilfeldet sin § = 7 vil ikke danne nogen serlic Undtagelse, da 0 oz 4,
naar @ aftager indtil denne Greense gaa over til g, og Faktorerne e—20% og e—240 saaledes
blive lig — 1, hvorved K og S komme til at a;ltage de samme Verdier som dem, der
vilde fremgaa af de tidligere Formler, naar ¢ voxede til den samme Granse.

Koefficienterne &, og sn ere bestemie ved

Il = eln(“)i"”n(a') 2_ .L_V__Vg_n______‘(a) 7a (@) s, = 'e)‘”(a)i-'”‘ al®) ngg’i(ﬁ)ﬁ‘@ .

gla) + 2rala) Nt Ngalo) +2rald)?
Da der tillige for et indre Punkt til n > d ogsaa maa svare n > d/, maa man i Rekkerne
for K’ og S (19) sztte Vga(d) sin ld) = Vra(d) /@) pet ses saaledes, at disse
Rakker ville komme til at indeholde Faktoren € al0') = ald) ,

meget ner lige store, bliver en forsvindende lille Gtorrelse. Dette fremgaar af det i (93)
givne Udtryk for pn, som, naar den Variable ikke falder meget ner ved n, ses at vere

vk
;

som, naar a’ 08 o ikke ere



¢n meget stor, negativ Starrelse og desto sterre, jo mindre den Variable er.
inden for den totalreflekterende Del af Kuglen finder altsaa kun i kjendelig Grad Sted i
et tyndt Lag nermest under Kuglens Overflade.

Lysbeviegelsen

Swttes o = o — Nh og antages & meget lille, vil man have

Nh

tn(e) = pa (@) = i) ~~l/ +1E g
Man vil dernast paa swdvanli Maade finde
K = 2N cos ¢ (M+“c”5"+; )t“"thm Ty
a l/IZ'N2 tg 6 Vsin®f— N2 cos20 ,
S o 2 ﬂl}_s!j_ ) e(kt-l-acosb'—i— i )z~/z Viinig—
aV1—N¢ tg 0 ,

g o+ 0 = 7. Ved Bestemmelsen al Komposanterne E’ 77, E’ maa man gaa tilbage
til Ll”mngemc (18), hvorved bemwrkes, at, da K’ 0g & oprindelig indeholde Faktoren

’
¢ "(a), vil man med Bortkastelse af Stmrelsex al’ lavere Orden have

dE _ dpa(d) ., Vet gy e 0=d VST N
dd T T dd K = K ) N ’
Tillige erholdes

%IS; = (n+} K" = asinf K’

og de samme Ligninger gjalde ogsaa, naar for K’ smites S Ligningerne (18) give saa-
ledes for dette Tilfelde

B . B P S v _
5' — Sln 0a1([ ?' — f’ln__HJ(_Slrjl\lﬂ iv.._.aK’ c" = — i Sin ﬁ(/. ‘SI’

hvor de ovenfor fundne Verdier af K’ og & kunne indsattes.

Resultaterne af denne Beregning af den fuldstmndige Tilbagekastning vise sig
saavel for de ydre som for de indre Punkters Vedkommende at vere | Ovexensstemmelbe
med, hvad der er bekjendt fra Theorien om den fuldstendige Tilbagekastning fra plane
Flader, og Beregningen forer saaledes ikke ud over, hvad man ogsaa ad elementwer Vej
vilde kunne udlede.

Der staar endnu kun tilbage at fortswtte Summationerne af Rekkerne K 0og S (79)
fra den Grense for m», ved hvilken Ligningerne (67) og (68) ikke lengere cre gyldige for
den Variable a. 1 alle Tilfelde vil den i (33) givne Veerdi af k., kunne omdannes til '

_ 22, (a)i (Jn (1+?n(a))—l\’(l+ggn (@) ) 2rale)
an —““1+Ae b A = (1+Tn )—N(—Z+29n(a))21',la).
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Denne ved A betegnede Brok, vil, nmaar » overskrider den omtalte Granse, vise
sig at blive lig 1, forudsat at NV er forskjellig fra 1. Det Tilfwlde, at N—1 er saa lille,
at denne Differens maa betragtes som en Sterrelse af lavere Orden end Enheden, ville vi
her lade ude af Betragtning.

Ligningen 4 = 1 vil nemlig altid finde Sted, naar qu (@) er af hejere Orden end
Enheden, hvilket ifelge (99) er Tilfxldet, naar n—a er positiv af hejere Orden cnd @
Endvidere er i den betragtede Sum = saa stor, at ga(a) er af storre Orden end Enheden,
medens ra(a’) og r.(«), naar Differensen n-—a baade positiv og negativ er af lavere Orden
end «, ikke kunne blive af hejere Orden end Enheden. Dette sidste fremgaar af det
tidligere (Side 48) anferte, idet man har n—e = n—a—(N—1)a, hvor det sidste
Led ikke kan blive af lavere Orden end «. Det ses saaledes, at man i det foreliggende
Tilfelde altid maa have A = 1, og da ganske de samme Betragtninger kunne anvendes
paa den i (33) givne Verdi af s,, vil man altsaa have

by 1 4 &l ge o AR
Begge disse Koefficienter konvergere hurtig for n > « med voxende n til 0.

Idet vi med Hensyn til Tilfeldet 2k, = — 1, 28, = — 1 kunne henvise til det
foregausende, ville vi have at betragte Raekken

. e nxw .
, Q= oK daS _ 3 2qula) o (1) ,_Z‘_) e(l‘t——2—+2}‘n(a)—-/1n(a))z
N ; 2P 7 )

cos ¢ sin ¢ m ¥ ANSINE !

hvor ny er den evre Greense for n, inden for hvilken ga(a) 0g A4(a) lade sig bestemme ved
(67) og (68).
Potensexponenten i denne Sum er

(,ct_zg_wQan<a>—xn(a>:&(m+-i) -5))¢

og smttes heri n=v 2z 08 v+ § = asin @, vil Koefficienten til z med Udeladelse af
Sterrelser, som ere lavere end Enheden, alene blive — &# -~ ¢. Skal denne Koefficient
altsaa vere O eller meget lille, maa everste Fortegn leses og ¢ — ¢ maa vere 0 eller
meget lille. leraf ses, at Svingningskomposanterne ifolge (80) kunne bestemmes ved

E — sin?gcosgQ, 7. = sing cosgeosQ, Z = —singsingQ,
hvoraf atter for Komposanterne med Hensyn til de faste Axer erholdes
& =0, yczsingaQ, L= 0.
Selve Sterrelsen sin ¢ @Q lalder sig, da ¢ — & er meget lille og man derfor udenfor

Exponenten kan s@ite g¢n(a) = —g = —= 08 7 = asin & = asing, reducere til

ng : . ’ T
mieF’” , F,= kt—"—Q——ﬂ—Fan(a)—ln(a)+(n+%)¢-—z,

¢

singQ == 9=




54

hvorved det sammensatte Faenomen, der omfatter parallele Lysstraalers Bojning ved en
refleckterende Kugle, er fremstillet under en simpel Form.
Betragte vi forst den Del af Summen, hvor n er storre end a, ses det, at A,(a)

. T . " .
med voxende = aftager fra ¢ til 0. En n®rmere Bestemmelse heraf erholdes ved Lig-

ningerne 2 (a)
24,(a)i !+ tg Aula) @ 4o #ale d S 2mp (a) m
go i\ cIlas = T = 12
| - lg Zn(a) ? 1 — e~/.t7;(a)i 0
hvor g, (a) for n = ¢ har Vardien —110og 3 og med voxende n hurtig aftager.
A ()i

. 2 ; -
Siettes altsaa i den betragtede Sum forst e = 1, og indsmttes i Exponenten

paa s@edvanlic Maade n = y +2z, v+ 3 = asin, vil ved Udvikling efter Potenser af z
Koefficienter til 2¢ i Exponenten blive ¢ — . Saaledes gaar for ¢ = # Summen over til
Inlegralet

Mg 5in G .

B—acosg—T— =), R

Sdze( P rrag) —iV2racosg .,

2-—@ sin
som ved Substitutionen

€ S — e a sin Y—u
g = |2—<)V2acos 5 = LS
( 2) o 3 V2a cos ¢ ’

giver

. Tgezy . (0
v (kt—acosp — ) ex—a?)1
e( 0= d ¢! ) ,

= Vs

0

hvilket Integral svarer til Integralet (57) naar FFortegnet for 7 forandres til det modsatte.
Det fremgaar af Behandlingen af dette sidste Integral, at for e >0, altsaa Punktet belig-
gende uden for Kuglens gcometriske Skyggerand (asin ¢ > 4), er Integralet en periodisk
Funktion. Inden for Skyggeranden (s << 0) bliver det derimod aperiodisk. 1 selve Skygge-
randen (e = 0) erholdes
7. = % g'Mt—acos@)i

Resultatet er i alle Henseender det samme som det, man erholder for Lysets
Bojning ved en plan, cirkuler Skive, sat i Stedet for Kuglen i den Storcirkel, som (an-
geres af de indfaldende Straaler.

Den anden Del af den ovenfor betragtede Sum er

Ty, .
ng‘w 3% e(k{~l,b(a) -+ (n-l—%);o—(?vlwi’m—{-l)1—)z+2m/f."(a) '
m=0 «

Settes heri n = v+2, v+ 4 =« = asind og benyttes for p.(a) Udviklingen (104),
. m
vil ved Udviklingen efter Potenser af z, Koefficienten til 2 i Exponenten blive (5p——z‘})z--7,

1
hvor » = 7,(v 4 1) er bestemt ved (97) og cr af Ordenen ¢°.
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Tivis nu @ — & er af hejere Orden end o ¥, vil den betragtede Sum, naar alene
Storrelserne af hejeste Orden medtages, kunne udtrykkes ved

mz‘w _._1““ e(kt—a cos $-a (p—) + (2m-1-1) f)/-— —Z’ log 3 ’
m=0 Sﬁ — 19

som er af en lavere Orden end a%.

Ivis derimod det betragtede Punkt ligger saa nar ved Kuglens geometriske Skygge-
rand, at ¢ — & Dliver af samme Orden som o3 eller af en lavere Orden, saa ville alle
Led i Udviklingen af Exponenten efter Potenser af z komme i Betragtning, men ved Sub-
stitutionen z = 72 ville de alle blive af Ordenen «°, og hele Integralet vil blive af samme
Orden som 7, altsaa af Ordenen aa. Den hertil svarende Svingningsamplitude vilde saa-
ledes kunne udtrykkes ved _ l ‘

c—-*__,
Va cos ¢
hvor C er en numerisk Konstant. En nwmrmere Beregning af denne Konstant har nappe
tilstrekkelig Interesse, da det hurtig ses, at denne Del af Lysbevagelsen kun kan blive
meget ringe, og, idet den falder sammen med det ovrige bejede Lys, nappe vil kunne
blive Gjenstand for lagtlagelsen. Formlen viser, at Intensiteten af dette Lys er propor-
tional med Kuglens Radius i Potensen §, og med Bolgelengden i Potenseu §, samt om-
vendt proportional med det betragtede Punkts Afstand fra den af de indfaldende Straaler
tangerede Storcirkel, forudsat dog, at denne sidste Afstand selv ikke bliver meget lille.

Sluttelig er ogsaa det til n <<« svarende Svingningsudslag bestemt ved

¢ “ ;
o = === Zanz7
‘/ 27acos ¢ Ny
. i o T
under hvilken Summation Z.(«) med voxende n aftager fra en ubestemt stort Verdi til 'E
Settes n — y—2, v+ 4 = a = asind, erholdes
@
. T .
o i dze(kz—acos,9+a(¢~a)-!r2xy___z(a)—T—(;a—g)z)z
7 Yamacos @ ’

hvor A,_.(@) udvikles ifelge (103). Det vil nu ses, at dette Tilfelde ganske svarer til det
ovenfor behandlede, og at Resultatet kan fremstilles under samme Form. Denne Del af
Lysbevegelsen svarer til Bejningen af de under streifende Incidens fuldstendig tilbage-
kastede Lysstraaler. Intensiteten af disse sidste Straaler aftager med voxende Indfalds-
vinkel, dog vil paa Grund af Bojningen denne Intensitet ikke blive Nul i den geometriske
Skyggerand, men derimod en Starrelse af samme Art som Intensiteten af de ovenfor be-
tragtede bajede S‘gmalcr, hvorefter Intensiteten hurtig aftager indenfor Skyggeranden.



Summationerne med Hensyn til n ere endnu kun udforte indtil den evre Grense
n == ng, men som ovenfor bemerket ville Koefficienterne k, og s, for n > a hurtig kon-

vergere til 0 med voxende n. Denne Del af Summerne vil derfor i Almindelighed blive
en forsvindende lille Sterrelse.

7. Mwngde af udstraalet Lys. « meget lille. System af smaa Kugler.

Alt fra den belyste Kugle udgaaet Lys tenkes opsamlet paa den indvendige Side
af en koncentrisk Kugleflade i uendelig Afstand fra Kuglen. Er I hele den opsamlede
Lysmengde, » den uendelige Kugles Radius og I den ved Amplitudens Kvadrat maalte
Lysintensitet i Afstanden », saa vil L kunne defineres og bestemmes ved

(o 27
L = rzgsinspdsdeg/)I. (109)
0 (1]
Iolge Ligningerne (17) og (31) kunne Svingningskomposanterne for a = 2%74 og r uendelig
stor udtrykkes ved
E — v = .__2_0_099} ki—a)i 5 2n+1 d?P"‘—-L a b )
< 0 7 « 21'n(n—!—1) e dp* ' S"’singudg;
?e_zsmg; (i—ai § @ In+1 k. dp, T nd2}:">.
a 4 nin+1)\ "singdy dy?

Heri ere &, 0g s, komplexe Sterrelser, hvis Modulus vere betegnet ved k, og 3,. Bestemmes
nu I ved Summen af Kvadraterne af dissec Komposanters Amplituder, vil Ligning (109),
efter at Integrationen med Hensyn til ¢ er udfert, give

AW . m-+1 [ d2P, P, \\2 %2w+1(7 dPp, -—dP)
L= ﬁS§1n¢d¢[<%n(1l+])( ©*? T+ "Smgody)) +(21'n(n+1«) o Si11;0d50+ de* )

Ethvert af disse Kvadrater kan ogsaa udtrykkes som et Produkt af to Summer med de
Variable n og m, og bemerkes, at man har

0 for m 2 n
2nt(n +-1)?

2;;’*_"“_“[ for m = n,
Tl a2r, dpb,  dpb, cl‘lP,L,> 0

S (dfﬂz.d?’n dp " dg*)
vil man finde Lysmaengden L bestemt ved

g singdg

<0

T g +

2P, dsz 1 dP, c%) N
( dgp* sm?;p—c—la de

]2 % T -5
L= = Yon+1)(k +s2). (110)
QTE 1



De almindelige Udtryk (33) for Koefficienterne k., og s, kunne ogsaa skrives under

Formen
, oy = — _1___ P — zfm(a)rn:(a:) — Nw ,i'(a) l'n(a,’) , (111)
1 +pnl Tn (a) Un (a) — lV'Un (a) vy (d)
1 Nuwy(o) vy () — 0 (a)va ()
Sp == — e o= 0 . e 112
’ L4-gut 9 Nuvgla) vy () — v (@) ve(d) ( )
Disse Koefficienters Modulus er altsaa mindre end 1, undtagen i de Tilfielde, at man har
po = 0, hvortil svarer k, = — 1, eller ¢, = 0, hvortil svarer s, = — 1.

Vi skulle nu nermere bestemme Lysbeviegelsen i det Tilfelde, at den belyste
Kugles Diameter er meget lille i Sammenligning med Belgeliengden af det indfaldende Lys,
saaledes at « bliver at betragte som saa lille et Tal, at i Rekkeudviklinger efter Potenser
af « i Reglen kun det Led, som indeholder den laveste Potens af «, medtages. Med
Hensyn til « gjores derimod forelabig ingen indskrenkende Antagelse.

Ifelge Riekkeudviklingerne (22) og (24) vil man, naar kun det forste Led af Rwek-
kerne medtages, have

o) e T TR s ot ) LS
s = T3 ey W T {3 e
w (a) _ l3.2n—~—1 w ’((1) . d,..:n"g'”.g?l_,__‘l ]
n ot ’ ® ot

Indsettes disse Vardier i (111) og (112), vil det ses, at i Almindelighed blive %, og s,
meget smaa Sterrelser af Ordenen ¢**!. Man vil nemlig erholde

_1m3RL @2n—1)2(2n 4+ 1) & v () + Nonwv(a))

P e — Nt )
o 1R3n . 2n—122n 1) dv/(d) fFreeld)
gn = ——— a2n+1 al Un’ (a') - (71 + 1)vn (af) ?

i hvilket sidste Udtryk ogsaa kan satles
dv(d) + neald) = dvpald), dvdld) — 4 Dole) = — dvapal(d)

Afset altsaa fra de sarlige Tilfzlde, ville Rekkerne (31) for K og S indskrenke sig til det

forste, til » = 1 svarende Led, hvori vil indgaa
b Ot A - AN ) vl
LT ) A+ Nioyld) ! 3 vyla)’

hyorefter Svingningskomposanterne &, ie, ¢, let bestemmes ved Hjelp af Ligningerne (17).
livis nu o ligesom « er en meget lille Sterrelse, vil &, kunne reduceres il
Formen ] 94t N1
e — 4 .
n 3 N2
. oz o. . ’ . » —
medens man for « meget lille eller naar o« er Rod i Ligningen vy(e) = 0 erholder s; = 0.

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Rekke, naturvidenskabelig og mathem, Afd. VI 1. b



I dette sidste Tilfelde vil altid ifolge Ligningerne (17) ;7: vere proportional med
cos ¢, hvoraf folger, at det vinkelret paa de indfaldende Straaler tilbagekastede Lys svinger
vinkelret paa Indfaldsplanen og altsaa er fuldstendig polariseret i Indfaldsplanen. Dette 1
P,J(Pldex selvfelgelig ogsaa, naar det indfaldende Lys er upolariseret.

. Ligeledes maa under de samme Foruds@ininger den samme Lov gjelde, naar vi i
Stedet for en enkelt Kugle tenke os en Samling af lignende, indbyrdes adskilte og tilfxldig

ordnede Kugler. Swmttes endvidere i Udtrykket for k, « = 2—%{2, idet 12 er Kuglens
Radius, ses det, at Lysbevagelsen i et vilkaarl igt Punkt uden for Kuglen afhmnger, for—

uden af det indfaldende Lys og af Punktets Koordinater, alene af Sterrelsen "j:}/z R,
Tenke vi 0os nu i det omtalte System af Kugler disses Radier, ved uforandret Stlllmo af
deres Centrer voxe indtil B,, som dog vedvarende maa vere meget lille i Sammenligning

med en Bolgelengde, medens deres Brydningsforhold forandres fra N til N,, og sker

denne Forandring saaledes, at man beholder 1.
N2—1 NE—1 .,
N¥ET B = NE+t2 B

saa maa Lysbeviegelsen udenfor Kuglerne og overalt udenfor Systemet forblive upaavirket
af Forandringen. Lade vi R, blive lige stor med Kuglecentrernes mindste halve Middel-
afstand, som antages meget lille i Sammenligning med Belgeliengden, vil Systemet meget
ner komme til at svare til et homogent Medium med Brydningsforholdet N,. Heraf kan
alter slutles, at naar i Systemet Kuglerne forblive uforandrede, medens dcl% Tacthed d,

N2
forandres, vil Systemets Brydningsforhold N, forandre sig saaledes, at S .2_{_1 d forbliver

konstant (jvnf. «Farvespredningens Theorin).
Hele Mengden af det af den enkelle Kugle udstraalede Lys vnl 1l‘(4]% (110) vaere

bestemt ved

Lo 2 (et
T 3w \N2LR2
og er A Antallet af Kugler indenfor Rumenheden, vil AL vare hele den Lysmazngde,
som udstraales fra hver Rumenhed af Systemet. Denne Storrelse er Systemets Absorb-

tionskoefficient, og betegnes denne ved %, vil man altsaa, naar tillige « udtrykkes ved
2z R
1 e 198 70 RS [ N2—1\* 3
h= AL = A-50 ) -
321 N242 dn R, 8
" Det ses heraf, at Absorbtionskoefficienten er omvendt proportional med fjerde Polens af
Bolgelengden (Rayleigh’s Lov1!)). Er omvendt Systemets Absorptionskoefficient & og dets

1) L. W. Strutt: Phil. Mag. 41, Febr., Apr., Jun, 1871.



Brydningsforhold N, givel, vil under de givne Forudswtninger Kuglernes Antal paa Rum-
enheden og en lavere Grense for deres Sterrelse kunne udledes, idet man af de angivne
Formler finder

2% (Nl?—l\‘Z s WA NP2V +2) hat N2+ 2
Ry ”72“-1"-”"") T (NP (NE—1) 7 32t NE— 1

Som LExempel kunne vi tage Brydningsforholdet og Absoxl)tlonsl\oefﬁucntcn for den
atmosferiske Luft ved smdvanligt Tryk, nemlig &V, = 0,00029 og, idet 10~ Smm ages som
Lengdeenhed, k% = 0,0017. Med denne sidste Koefficient vil der paa en Striekning af
8 Kilometer absorberes 11,3 Procent af Lys med Bolgelengden 580 og det dobbelte for
A = 480.

Disse Talverdier indsatte ovenfor give

4 =00163, R — om(N +2

N ) > 0,141,
altsaa paa en Kubikmillimeter et Antal af 0,0163.10'® Kugler med en Radius af mindst
0,141 °mm  Tlertil svarer « = 0,00153 for 2 = 580 og « = 0,00185 for A = 480.
Vidt forskjellig fra denne Lysbevagelse er den, som fremkommer i de searlige’
Tilfelde, at man har p, = 0 eller g, = 0, hvilke Muligheder indtreede for en hel Raekke
af Bolgelengder. Hertil svarer ifelge Ligningerne (111) og (112)
wala)ve (@) — Nwd (@) vale) = 0,  Nuwgla)va'() — wy (@) vele) == 0.
Den forste af disse Ligninger svarer tilnermelsesvis til v(a) =0, den anden til v,_4(a) =0.
Smltes nejagtigere i den ferste Ligning o = f#+¢, og er B Rod i Ligningen vq(8) = 0,
~ saa crholdes ved Udvikling efter Potenser af ¢ og Bortkastelse af de Led, som indeholde

hejere Potenser af ¢ end den forste,
_ ) __a
T Nw/la) Nn ~

Er den givne Ligning ¢u41 = 0, vil hertil, naar de to forste Led i Udviklingen af wyti{a)

e

«08 Whyile) medtages, svare

7 @ Ny (n— 1)a) "o

Z\a(l+2(2n+1))vn+1(a)+(n+l+ Loon ) terle) = 0,

hvor

’ 1 , ’ 1 o
Unpild) = — vl +ﬁ‘j, vald) 08 Vngald) = (ML_ )vn + —5— ' (&) «

Heraf findes med den vedtagne Grad af Tilnermelse
2n 4 1) ' vald) + a?vi(d) = 0.

Swttes nu heri « — f - ¢, idet ligesom for wui(f) = 0, erholdes

2
’ a a

€= T EaiNd N@nd1)o

8
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Rodderne i py = 0 08 quer = 0 ere altsaa megel nwer, men ikke nejagtig lige

store, og Lorskjellen imellem to tilsvarende Redder er

re a1 N
&—e Na@n 1) n>1.

Betegnes de tilsvarende Forandringer af Bolgekengden ved ¢ og &, saa er

e o ¢ ¢ s Aan 1) 7 AR a1
—_— e — e o () ~— O == e e e b
F; PR PR BNu(n+1) " A 77 a@nt1)
Nedenstaaende Tavle angiver de fem storste Vierdier af % for n = 0,1, 2, 3,
idet @ cr Rod i v,(8) == 0. ! '

n == (), n =1, n = 2, no== 3,

1 0,6992 0,5451 0,4496

0,5000 0,4067 0,3451 0,3016

0,3333 0,2881 0,2549 0,2293

0,2500 0,2233 0,2025 0,1856

0,2000 0,1823 0,1681 0,1561

Det vil nu ses, at den storsle Forskjel i Belgeliengde ¢-— & svarer til 7—; == (),6992,
n == [, Swklles dernwst til Exempel B ==0,141 og A== 580, erholdes ¢— ¢’ /—~ 0,000045,
som cr 13000 Gange mindre end FForskjellen (0,6) imellem B@lgélwngdcme al’ Solspektrets
to Linier D, og D,.

I et System af Kugler fremkommer i de her betragtede swrlige Tilfwelde Absorh-
tionstriber, naar gjennemgaaende hvidt Lys opleses i et Spektrum. Medens nemlig, som
vi have set, den fra hver Kugle udstraalede Lysmangde i Almindelighed er en meget lille,

2
med K¢ proportional, Sterrelse, vil den for p, = 0 eller ¢, = 0 vere i—(—Qg—tjj eller

LT 14
lige saa stor som den Mangde af indfauldende Lys, der ved uforstyrret Gang af Lysstraa-
. . ) AVn-k 1 ) i
lerne vilde ramme en Kugle med Radius =———2. Da i det antagne System Nabokug-
T

lernes Middelafstande ere forudsatte at vere langt mindre, ses det, at Systemet omtrent-
kan siges at viere uigjennemtriengeligt for denne Art af Straaler. Det vil tillige bemxrkes,
at de til ¢, = 0 eller vy(8) = O svarende Absorbtionstriber ere enkelte, alle de andre
dobbelte.

Har man for et System bestemt en Rakke Absorbtionstribers Dolgelengder, ville
disse kunne henferes til Reciprokerne af Redderne i v,(3) = 0, n=0,1,2, ..., ved Mul-

tiplikation med en enkelt konstant Faktor. Idet denne Iaklor er lig med vil det

i
IR’
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altsaa vere muligt heraf, af Systemels Brydningsforhold og af dels almindelige Absorb-
tionskoefficient, at bestemme alle Systemets Konstanter, nemlig Antallet af Kugler paa
Rumenheden, Kuglernes Storrelse og deres Brydningsforhold.

Hertil vil ogsaa kunne benyttes Maalinger af Stribernes Bredde, hvoraf Beregningen
kan udferes paa felgende Maade.

Naar Belgelengden 2 svarer til p, = 0, vil Verdien af p, for en nrliggende
Bolgelengde A -+ o veere bestemt ved

2 92 2 j2
[dp” dp" ] ff}é - 1.3 '(;2'7‘(3:' —1) .NN::I <1L1V2+n(n+ l)) %

Paa samme Maade vil, naar 4 svarer lil g, = 0, ¢ for Bolgelengden 2+ 0 vare

bestemt ved '

0
—1) 7
Skjendt & er betragtel som en lille Sterrelse, vil den dog altid kunne anlages saa slor,
at pa. 0g ¢n blive meget store i Forhold til Enheden, saaledes al &, og s, ville kunne
bestemmes ved

? 2
Fop = —, 8 == —
P QN
For et System af Kugler ville de hertil svarende Absorbtionskoefficienter vere

4 2@2n+1) ou A 22(2n+1)

pn 271' ® gn 27

Vi kunne nu i Spektret af det gjennemgaacde Lys betragte de Lo Greenser for en
Absorbtionstribe som de Punkter, hvor Lysintensitcten er reduceret til en konstant Brok
e, og Stribens Bredde tenkes da bestemt ved Forskjellen 24 imellem Belgelengderne i
disse to Punkter. Er a den tilbagelagte Strakning af Systemet, vil man have
Az 220+ 1) or o A.& A% (2n 4 )

’ P ° T gt 27
Indswites heri de ovenfor heregnede Vardier af p, og g, ses det, at Stribernes Bredde
altid er proportional med Kvadratroden af den tilbagelagte Vejlengde , ligesom ogsaa med
Kvadratroden af Antallet af Kugler paa Rumenheden.

o 9
a—ad”

ol

Den bredeste Stribe svarer til o = 7, ¢, = ’

g VAR LS
A ¢
For A4 = 0,0163, R = 0,141, A =580, & = 1010 eller 10 Meter og ¢ ==0,693,
svarende il en Absorbtion i Stribens Granser af 50 Procent, erholdes
20 = 2,57,
som svarer til en Bredde, der er 4,3 Gange storre end Afstanden imellem de to Linier
D,D,. Det er ikke uden Interesse at legge Marke til, at 20 ogsaa umiddelbart kan

R

|

som giver

28 =
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beregnes af den almindelige Absorbtionskoefficient L uden Kjendskab til Systemels ovrige
Konstanter, idet nemlig N i Formlen for A her kan betragtes som et meget stort Tal.

Absorbtionstriberne kunne saaledes blive meget brede og faa snarere Karakteren
af Absorbtionsbaand, naar & herer til de mindste af Rodderne i vy{) = 0. Herer der-
imod o il Redderne i v,(«) — 0, vy(e) = 0, ... blive med de her exempelvis benytlede
Talkonstanter selv i gunstigste Tilfelde Striberne reducerede til Linier af en neppe maalelig
Bredde, hvad selvfelgelig dog ikke udelukker, at de kunne gjores synlige.

Det har ikke verct min Hensigt med denne Beregning af Lysbeviegelsen indenfor
et System af smaa Kugler at gjennemfore en nojagtig Bestemmelse af denne, hvortil vilde
udkreves ct starre Apparat. Jeg har kun segt at fremdrage det ejendommelige ved denne
Lysheviegelse, som for en cnkelt Kugles Vedkommende lader sig nejagtig bestemme og
derigjennem i Ilovedsagen ogsaa lader sig beregne for en Samling af Kugler, idet Hensigten
hermed har vieret, dels at paavise Muligheden af gjennem Systemets optiske Egenskaber
at komme til Kundskab om Elementerne, som ved deres Lidenhed selv unddrage sig den
umiddelbare lagttagelse, dels at aabne Blikket for den slanende Analogi, som her af sig
selv trawder frem, imellem det antagne Systems og Luftarternes optiske Egenskaber.



