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1. Beitrdge zur Optik tritber Medien, speziell
kolloidaler Metallésungen;
von Gustav Mie.

1. Die mannigfachen Farbungen der Metalle im kolloidalen
Zustand haben im Laufe der Zeiten recht verschiedenartige
Deutungen erfahren. Friiher neigte man sehr zu der Meinung,
daB die betreffenden Metalle (besonders das Silber) in mehreren
verschieden gefirbten Modifikationen auftriten. Spéter ist die
Meinung aufgekommen, daB die Farben auf optischer Resonanz
beruhten. Diese Meinung ist besonders eingehend von
F. Ehrenhaft!) begriindet worden. Kndlich hat neuerdings
J. C. Maxwell-Garnett?) nachgewiesen, daB sich die Farben
von kolloidalen Metallen, wenn die suspendierten Partikelchen
des Metalles sehr klein sind, aus der Theorie, die L. Lorenz?)
fir optisch inhomogene Medien entwickelt hat, einwandsfrei
erkliren lassen. Die Theorie ergibt fir eine feine Metall-
suspension, in denen die Dimensionen der Teilchen im Ver-
gleich zur Wellenlinge und auflerdem zu ihren gegenseitigen
Entfernungen sehr klein sind, eine ganz bestimmte Absorptions-
kurve, die sich aus den optischen Konstanten des Metalles
vorher berechnen 148t und demnach, obwohl sie durchaus ver-
schieden von der Absorptionskurve des soliden Metalles ver-
liuft, doch gar nichts mit Resonanz in dem Sinne, in dem
dieses Wort von Ehrenhaft, Wood u. a. gebraucht wird, zu
tun hat. So konnte Maxwell-Garnett unter anderem die
rote Farbe vieler Goldlosungen, die Ehrenhaft als Resonanz-

1) F. Ehrenhaft, Wiener Sitzungsber. ITa. 112. p. 181. 1903; 114.
p. 1115, 1905.

9) J. C. Maxwell-Garnett, Phil. Trans. 203. p. 385. 1904; 205.
p-237. 1906. Fiir den Brechungsexponenten von Gelatine-Silberemulsionen
wies auch F. Kirchner in seiner Leipziger Dissertation die Giltigkeit
der Lorenzschen Formel nach (Anpn. d. Phys. 13. p. 289. 1904).

3) L. Lorenz, Wied. Ann. 11. p. 70. 1880.
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378 G. Mie.

wirkung auffaBte, aus der Lorenzschen Theorie ungezwungen
herleiten. Andere Farben ergibt die Theorie, wenn die
Teilchen naher zusammenriicken, und man kann, wie Maxwell-
Garnett durch Rechnung nachwies, alle moglichen ﬁbergzinge
von der Farbe der unendlich verdiinnten Metallsuspension bis
zu der des soliden Metalles bekommen. So erkliren sich auch
in sehr einfacher Weise die interessanten Farbenumwandlungen,
die F. Kirchner und R. ZsigmondyY) an eintrocknender
Gelatine, die kolloidales Gold enthielt, beobachtet haben.

Indessen paBt diese von Maxwell-Garnett in manchen
Fallen so erfolgreich durchgefiihrte Erklirung der eigentiim-
lichen optischen Eigenschaften kolloidaler Metalle doch in sehr
vielen anderen Fillen gar nicht. Man kann auch an sehr per-
dinnten Libsungen eines und desselben Metalles die mannig-
fachsten Fiarbungen erhalten, wihrend sie nach der Lorenz-
schen Theorie stets ein und dieselbe Absorptionskurve zeigen
miiBten. Nun beruht aber andererseits die von Ehrenhaft
vertretene Ansicht iiber die Resonanz der Teilchen auf der
durchaus unzulissigen Annahme, daB man die Metalle auch
optisch als vollkommene Leiter ansehen diirfe. Abgesehen von
den Einwendungen, die gegen eine solche Annahme vom Stand-
punkt der Theorie?) erhoben werden mitssen, wird jhre Un-
richtigkeit direkt bewiesen erstens durch die Tatsache, da8
Losungen mit allerkleinsten Metallteilchen nicht vorwiegend
violett und blau diffus reflektieren und in der Durchsicht nicht
gelbrot aussehen, sondern daB sie sowoh] im durchgehenden
wie im auffallenden Licht andere fiir das betreffende Metall
charakteristische Farben zeigen, zweitens durch die Tatsache,
daB in Losungen mit sehr feinen Teilchen das diffus zerstreute
Licht sein Polarisationsmaximum nicht, wie die von Ehren-
haft vertretene Theorie behauptet, bei 120° sondern genau
wie in Triibungen durch nicht leitende Stoffe bei 900 hat, wo
das Licht fast vollkommen polarisiert ist,

Um die Frage definitiv zu entscheiden, ob in den kolloidalen
Metallgsungen von verschiedener Farbe verschiedene allotrope

1) R. Zsigmondy, Ann. d. Pliys. 15. p. 578. 1904.
."2) Vgl. die Diskussion zwischen F. Pockels und F. Ehrenhaft
in der Physik. Zeitschr. 5. p. 152, 387, 460. 1904.
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Modifikationen des Stoffes auftreten, die im kompakten Zustand
nicht vorkommen, oder ob man sie durch Teilchen von der-
selben physikalischen Beschaffenheit, die das kompakte Metall
hat, die sich nur in GréBe und Form voneinander unterscheiden,
erklaren kann, ist es unbedingt notig, sowohl noch mehr ex-
perimentelles Material zu schaffen, als auch die Theorie in
exakter Form zu entwickeln. v _

Es sind deswegen im Greifswalder Institut genaue
Messungen an verschiedenartigen kolloidalen Goldlésungen von
Hrn. Steubing ausgefihrt worden. Ich habe iiber einen
kleinen Teil dieser Messungen schon auf der Dresdener Natur-
forscherversammlung vorlsufig berichtet.  Die ausfithrliche
Arbeit wird Hr. Steubing in allernichster Zeit verdffentlichen.

Die optische Theorie wird man jedenfalls nach mehreren
Richtungen hin entwickeln miissen. Obwohl némlich die Metalle
im allgemeinen regulir kristallisieren, und zwar vorwiegend
in Form von Oktaedern, so ist es doch sehr wohl miglich,
daB sich bei schnellem Ausscheiden aus der Lisung sehr stark
verzerrte Kristalle bilden, die als Blattchen oder Stibchen in
der Flissigkeit schweben. Andererseits konnen sich aber auch
sicher sehr regelmiiBige Kristalle ausbilden, wie man das z. B,
in dem sogenannten Avanturinglas an den schénen Kupfer-
oktaedern beobachtet. Die Theorie wird nun fiir solche ringsum
gleichartig ausgebildeten Kristalle, wie regelmifBige Oktaeder,
Wiirfel u. dgl. fiirs erste einfach Kugeln substituieren diirfen,
ebenso fir Blidttchen und Stibchen abgeflachte oder lang-

- gestreckte Ellipsoide. Ich méochte dabei aber erwihnen, daf

doch von Hrn. Steubing gewisse Beobachtungen iiber die
Polarisation des diffus zerstreuten Lichtes gemacht sind, auf
die ich in 20. noch zuriickkommen werde, die den Gedanken
nahe legen, daB wir es nicht wirklich mit Kugeln oder shnlich
einfachen Kérpern zu tun haben.

Die im folgenden vorliegende Arbeit beschiftigt sich nur mit
dém einfachsten Fall, in welchem man den Teilchen Kugelform
zuschreiben darf.

Polarkoordinaten.

R. Wir wollen uns die drei Koordinatenachsen (z, Y, 2)

“der Einfachheit numeriert denken (1, 2, 3). Das Koordinaten-

25*



380 G. Mie.

system sei ein Rechtssystem. Ks sei ferner der Radiusvektor

eines Punktes (z, y, z) mit r bezeichnet, der Winkel, den r

" mit der Achse 1 bildet, sei &,
der Winkel der Projektion von r
auf die (2, 8)-Ebene mit der
Achse 2 sei ¢ (Fig. 1. Dann
sind also (r, 3, ¢) Polarkoordi-
naten des Punktes. Wir wollen
ferner die Komponenten der elek-
trischen und der magnetischen

3 Feldintensitit in diesem Polar-
koordinatensystem bezeichnen mit
€, G, € und 9, s, 9, Es
148t sich dann leicht zeigen, daB

2. die Maxwellschen Gleichungen

Fig. 1. Koordinatensystem.  die folgende Form annehmen:

»2.sin & (k . _%%‘_ + 4. 051) = 9rsing.95) (- Dg)

09 dg
r.sin 9. (k . —%—E?’f + 4. (f,,) = ‘er —- f.(ﬁfg‘j'?;@’ﬁ) ,
I ST RS
—rsindp- %{3 - ,é(f-?gzl;-%) _ ,i%;ga? ,
—7r .8inF-p. ,%%L’ = ‘2% _ 9 (L’fg’;‘,?t%z,

Hier bedeuten %, A, p Dielektrizitit, Leitvermogen, Per-
meabilitit, alle in demselben MaBsystem. In einem nicht
leitenden Medium ist k.u = 1/v?, wenn v die Geschwindigkeit
elektromagnetischer Wellen in dem Medium ist.

Man konnte nun leicht durch geeignete Eliminationen fiir
€, und §, je eine Differentialgleichung zweiter Ordnung auf-
stellen, die die iibrigen Unbekannten nicht mehr enthalt. Wir
wollen das aber erst ausfiihren, nachdem wir die Gieichungen
speziell fir das Problem regelméBiger Schwingungen um-
geformt haben.
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Wir setzen dazu: :
(2) @r=E’_.ez”i“, @r=_[.[r_eznint usw.,
wo £, und H_ nur noch von den Koordinaten, aber nicht von

der Zeit abhingen, und n die Schwingungszahl in der Sekunde
ist. Ferner ist:

3 4n2.n2.ﬁ.k—2ni.7¢.,u./1=—--'-«—

und zwar bedeutet hier 2 die Wellenlinge der betreffenden
Schwingung im Vakuum, ferner m den komplexen Brechungs-
exponenten des Mediums fiir Licht von der Wellenlinge i.
In einem nicht absorbierenden Medium (z. B. Wasser) 18t m
identisch mit dem gewohnlichen Brechungsexponenten, in Me-
tallen dagegen ist m=w».(l —i.%), wo » die gewdhnlich als
Brechungsexponent bezeichnete reelle GroBe und » den Ab-
sorptionskoeffizienten bedeuten.

Endlich wollen wir noch folgende Bezeichnungen ein-
fithren:

(4) _,th’?’t!f'l.]-]r—_—‘]l[r usw.,

n
Samr

(5) — ) = X.

Wir bekommen dann die folgenden Gleichungen, in welchen
die GroBen Z und M in ganz gleicher Weise eintreten:

at.sin . B, = S0 M) 5<“;-q:‘*’¢l,
z.sin 9. By = %,;f _ m_sn;:@ ’
©) z. B, = ,B%TMM _ %_13{’
zt.sin G M = a(xSigg‘E@) _ a(gfﬂ) ,
z.sind. Iy = %{;" _ 8(w.s;nxw’
v M, =2 ,(g,,-;’ﬂ?, _ % zz

Wir denken uns nun ein kugelférmiges Partikelchen vom
Radius ¢, dessen Zentrum mit dem Koordinatenanfang zu-
sammenfillt, auben ist das Losungsmittel (z. B. Wasser). Wir
wollen die FeldgroBen in der Kugel und im Losungsmittel
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durch die Suffixe ¢ und @ unterscheiden, die beiden Brechungs-
exponenten seien m und m,. Von der Permeabilitit wollen
wir annehmen, daB sie innen und auBen gleich sei: g, = p,
Die Variable # macht an der Kugeloberfliche einen Sprung, da

_ 2mm . 2am, _ 2m
=Ty, B =

wenn A die Wellenlinge in dem Losungsmittel bedeutet. An
der Kugeloberfliche miissen die folgenden Grenzbedingungen
erfiillt sein: :

Eoo= Bs;, E,o=F
(7) o £ @

pir

{ (@. My), = (&. Mp),, (x.Mp),=(z- M),

Losungen der Maxwellschen Gleichungen.

3. Um die Gleichungen (6) zu losen, hat man einfach die
von Lord Rayleigh in ,,Theory of Sound* entwickelten Me-
thoden anzuwenden. HKs ist das beispielsweise schon von
Fr. HasendhrlY) fir andere Zwecke einmal ausgefiihrt. Ich
gebe im folgenden aufs neue eine kurze Herleitung der Inte-
grale, um moglichst tibersichtlich alle zur Diskussion zu be-
nutzenden Formeln zusammenstellen zu konnen.

Wie schon oben erwahnt, 1aBt sich durch geeignete Hli-
minationen aus den Gleichungen (6) fir B, und M, je eine
Gleichung zweiter Ordnung aufstellen:

FP@E) , 1 8 (o e 05
8 x? sind 09 Vg
2
b TE s,
(8) sin® & @
M) 19 <sin g.9M,
aa° snd 8% 78 .9")
18 M, |, o
+ s agr T2 =0

Wir konnen jetzt alle Losungen des Gleichungssystems (6)
in drei Gruppen sondern. Die erste Grappe stellt die Wellen
dar, die durch elektrische Schwingungen der Kugel entstehen,
sie ist charakterisiert durch: :

Er:FO7 jl[r:O'

1) Fr. Hasenohrl, Wiener Ber. 1fa. 111. p. 1229. 1902.
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Die zweite Gruppe stellt die Wellen dar, die durch magnetische
Schwingungen der Kugel entstehen. Fiir sie ist:
E =0, M=+ 0.

Die dritte Gruppe enthilt alle Integrale der Maxwellschen
Gleichungen, die regelmiBig periodische Schwingungen dar-
stellen. Man kann sie erhalten, indem man Integrale der
Gruppe I mit Integralen der Gruppe II addiert.

Vorausgesetzt, wir hitten eine Losung der Differential-
gleichung fir B gefunden, dann erhilt man die iibrigen Kom-
ponenten, die dem Fall der Gruppe I entsprechen, sehr einfach
durch das folgende Verfahren: Man setzt in der zweiten und
dritten Gleichung des Systems (6) 3/, =0 ein, und substituiert
dann fiir M, und My die Werte aus der fiinften und sechsten
Gleichung. Man hat dann sofort die Gleichungen, die zur
Berechnung von K und F, aus dem bekannten Z dienen
milssen. Hat man nun Z, B3, B,, so findet man natiirlich
My und M, aus den beiden letzten Gleichungen des Systems (6)-
Es ergibt sich so das folgende Formelsystem:

(ET, M =0,
8*(x . B9) ) " E, 3 (x. Ms)
(9) !l S ) By = ————83 Pl ___(_37_ — . Egp,
3 (z.sin Q. Ey) |, o OB dEMy) _
\”"’a‘ﬁ‘""“lsmﬁ‘%—amax e z- By

Ganz analog wird die Rechnung fir Gruppe IL Ferner kann
man Z, allgemein berechnen als eine Summe von Gliedern,
deren jedes Gleichung (8) einzeln erfillt und ein Produkt aus
einer Funktion von z mit einer Funktion der Winkel &, ¢
ist. Das ¢ Glied sei:

b= B0 5,

Dann miissen K, und P, die folgenden beiden Gleichungen
erfiillen:

& K, _9\K =
(10) PE s (1- )& =0,
109 [ aP,] 1 &P, _
) G759 [Sm 0'“31‘}J T ogw s g +ec,.P=0

wo ¢, irgend eine reelle oder komplexe Zahl sein konnte.
Wir wollen nur solche Funktionen K, und P, benutzen, fur die

(12) ¢, =v.(v+ 1)



384 G. Mie.

Es ist dann P, eine Kugelfunktion der beiden Variabeln &, ¢
von der ganzzahligen Ordnung », X ist eine mit den Zylinder-
funktionen mit gebrochenem Index (Nenner 2) nahe verwandte
Funktion. Die Gleichungen (9) ergeben nun die folgende
Losung der Maxwellschen Gleichungen:

¥ K, (x
B9 = 53 P (%),
By 1 K'(x) aP,
= .0+ x 99’
E(,,) _ 1 K/ (w) 0P,
(13) P T v (p4+1) z.sind dg
M'(V)____O
up — L K@ or,
B v.v+1) z.sind dg
w__ 1 K@ P
" = .0+ x 8¢

Damit haben wir die Losungen der ersten Gruppe (I, =0)
gefunden. Wir kopnen nun aber wegen der Symmetrie der
Differentialgleichungen (6) in bezug auf die Z und A ohne
weiteres auch die Liosungen der Gruppe II (Z = 0j hinschreiben,
namlich:

EM =0

E(V}‘ - .__,)LV,, (a:) B ‘B (,9 (P)
2T T wsing dep

f I S V1) BNCE A G )
PETVGED e 88

My )= ;awl - B, 3, @),

ey - 1 £ @ %,

M= vy a8

WY 1 K, (@ 48‘73*

e _V-(V-f-l) %.sin g do ’

wo K, und P, irgendwelche Lisungen der Gleichungen (10)
und (11) sind, in denen ¢,=».(r 4+ 1) zu setzen ist.

' Alles kommt nun darauf an, ein ebene Welle, nimlich

die auf das kugelformige Partikelchen auftreffende Welle mit

Hiife von (13) und (14) auszudriicken. Dazu miissen wir aber

zundchst die wichtigsten Kigenschaften der dabei zu ver-

wendenden Léosungen von (10) und (11) kennen.

Beitrige zur Optik triiber Medien. 386

Die Fﬁnktionen K, und I,.
4. Die Differentialgleichung (10)
d*K, (1__ r.(v;l—l‘,)'Kv___O
. &

d ©?

188t sich fir den Fall » =0 sofort 16sen. Zwei partikulire
Integrale sind:

KO (.2) == e”,
Ky(—2) = e=i=,
Kennt man ferne1 eine Losung der Gleichung von der
Ordnungszahl », £, so kann man durch Einsetzen leicht be-

weisen, daf eine Ldsung K, , der Gleichung von der Ord-
nungszahl (r+1) folgendermaBen berechnet werden kann:

. . K, dE,
(15) N O (e Pk

Diese Rekursionsformel liefert, wenn man K, (z) = e?# wihlt:

. e N ! i
(16) K (2)=e ’”.ZL PRI Tt
-

Aus (15) findet man, wenn man einmal differentiiert,
darauf d K [dz und mit Hilfe von (10) auch noch 42K /dz?
eliminiert: i
(17) K @=—i(v 22+ 50
Ferner erhidlt man aus (15) und (17) folgende oft zu brauchen-
den Relationen:

I, (@ , 1
J (2ﬂ+1)- \.v() =Z'Kv—l+7‘Kv+1
dK

18
i | @vt1.%

Eine zweite partlkulare Losung von (10) bekommt man
obne weiteres, da in (10) nur die zweite Potenz von # bzw. d= -
vorkommt, wenn man in der ersten Losung das Vorzeichen
umkehrt Ky(—a;). Die allgemeine Losung ist also:

4.K (r)+ B.K, (—2).

Da wir im folgenden gerade die Losung K (— z) brauchen
werden, so wird es gut sein, die Relationen noch einmal hin-

v K - DK
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zuschreiben, die man bekommt, wenn man in (15), (16), (17), (18)
das Vorzeichen von z umkehrt:

v

(19) Kv(“$)=e'i“-2t O+w! (=
[

pllr—m! o ge

Ky (—a) == i (0 + 1).—]‘&&—1@'(—@),
(20) P
E (=2 =+io + K/ ().
v+ EED ok lk, (—a),

4

[ =@+ 1)K () =io+1).K,_, (—2)— 2. K, (—2).

5. Wenn man in den Ausdriicken (16) und (19) ei= und e-i=
in Potenzreihen entwickelt und darauf ausmultipliziert und
nach Potenzen von z ordnet, so bekommt man die Potenz-
reihenentwickelungen fiir X (z) und X, (— ), die natiirlich eine
endliche Anzahl von Potenzen mit negativen, ganzen Exponenten
enthalten. Man bekommt n#mlich:

7=+ 00
P’ ("+x“)'(_1)u
He= ,_Z.:Z * Z(HH) Lul(r—p)l2®
Nun ]JaBt sich aber zeigen, daB:
Zr/; (= . v+ ! L=+ ) =y 3. -1
2% (u+n)u!l(—u)! (r+»)! ’

Dieser Ausdruck ist dadurch bemerkenswert, daB er bis
za r = hin immer abwechselnd von Null verschieden und
gleich Null ist. Bis zur Potenz 2* hin bleiben also in der
Reihe nur Glieder von der Form z-*+2r stehen. Setzen
wir in den Koeffizienten r = — v 4 2 u ein, so bekommen wir:

r—v+1).(r—v+38)..r+v—1)
r+m! -

1, 1.3.5..@v—2pu—1). 1.8. (2;1—1)

=(=1prer @u!
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Also:
oy C 1.8..@2v—2u—1).1.8..@u=1 _ .,
(Ka.\l)-’“’ -20,7‘ 2w! T
(22){| .
(7'—r+1)(1'-—v+3)..(r+v-1)‘.T »
l - T Y] d.ar.,
r=v+41
Kbenso ¢
( K, (—=2) ,
| . 1.3..@»—2p—1).1.8..@u—2) __, .,
=— (=2, Du cpTrEIis
(23){ Z ® et
| NI+ 00—r+8). (=1
r—v+1)r—v+ Ty - R
l + ) {—2yar.
r=v+1l

Man sieht hieraus, daB die Differentialgleichung (10) auch
cine Liosung hat, die um den Nullpunkt herum in eine Potenz-
reihe ohne negative Potenzen zu entwickeln ist. Wir wollen
sie mit dem Buchstaben I bezeichnen, und setzen:

(24) . L) = i, (,,]}’,v,(,z) _ ,,K,,vL‘E)_) .
v 29 7/'" (__ 7:)”

Die Potenzreihe fiir 7 hat lauter reelle Koeffizienten, sie

lautet:

. ] (— 1) wv+‘2,u+1
(25) Iv\x)z2‘kéﬁ'&ux)!(2y+3)(2_u+5)..(~2p+2y+1)'
0

"~ Aus (18) und (19) ergeben sich zwei wichtige Relationen:

21/—}—1‘——] 1+ L

o
2

(
1
| —v.l,.

@v+1). 4 1

d T y—1

6. Zur Berechnung der Funktionen K (—z), I (2) und
ihrer ersten Ableitungen (die in den SchluBformeln allein
vorkommen) werden wir am besten folgende Ausdriicke
brauchen:
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K (—2)=—"l.emi=.(1 4 i),
K, (~ )=——{—;—-e‘”’ ((1———x2)+2 x)

Ky(—2) =+ 1Z;i-e' ((1_,__2.2) +i.z. (If%xz)),

Kv(_x) = (_i)”l'g.'w#ﬂ.e—zx
v( 1)
20

v — o) ( —1)" x
(1+2(2v 1)(2»—3). (2y—2a+1)'1.3..(2a—1))

» (+1)

- o SN
+” (l +2(2,, 1)(1,2: 3; ((2v1—)2o+1) 1.8. m(2a+1))['

[('1'(—.z:)=+F-e"’“.((l—-.va2 +z'z)
K, (— )=+£§--e"“.((l—-4—x) +iz. (1 éxz)),

K'(—z)=— 4—;,-1--e"“”. ((l—-ixz-i— ~~~~~ x‘") +ix. (1 - i?g-mz)),

K/ (=2) =— (= iy.v-

15

1.3..@v—1)

v+1 .e-—iav
» (+1)
(”—0')0+ '("— 0oy 25
. x
(1"'21;’( (2y—1)(2»—3) (2u—2a+1)'1.3..(2n—1j>

x
+i.z (1 +2 (2w—1)(2p—3)...(2p—2a+1)"3".'3..(2a+f)

(29)

,,( 1)

20+1

(v—o‘—-])a+ p—o—1)—, 24

8 x? 3 3
L =5 (1-F g+ gt =gt )
4 3 3.5 ot 3.5 af \
L (z) = ol 1— 2.2 Pl A S |
2(8) =15 R T e S E Y i S ")’
4 3 a? 3.5 «t 3.5.7 af
I T s ® 00 T 800 B
s () = 155 5 3T T o157 " eaias Tl T )
7+t 3 3.5 zt
I,(:v)=*'—‘,‘—-(1—-—“ ,+~—-~»~~A'~—
1.3..@7»+1) 27 +3 8! (2y+3)(2y+5) 51
_ 3.5.7
@v+3)@v+5) 2 r+17) '7! T

I
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, 2.2 3 at 3 at 3
, 3. 5 2 5  xt 5  af )
F@= (-t g st )
, 4.2° 3 8 =2 4 8.5 x*
Iy (z) 1’61'(1 R R TR RN TR
(30) 5 8.5.1 cv"+ \
2°9.11.13 7! " )’
]'(.Z‘)'— v+1).2" $ __v+3 3 £
v T 18 @v 1) y+1 2»+3 3!
y+5 8.5 2
+ )

y+1 @r+1)(@r+d) 51

Diese Reihen sind fir Zahlenrechnungen meistens weit
bequemer als die endlichen Ausdriicke, die man nach (24)
fur I, und I’ bekommt. Fiir andere Zwecke muB man aber
auch diese kennen:

: sin &
Il(x)z—cosx-i—l—:—,
3.cosw 3.sinx
Zz(x)=—smx——-—-x + =
6.sinx 15.cosx 15.sinx
I (z) =+ cosx — - 4 =y
3 2 3
(293) x X @
. | v . 1v—7’)n
I (z) = sin (1-—-—2~)+ ErSlll (x— 5 )
1
g0t 1
‘ =Ty
L. cos & sinw
I/ (2) = 4 sinz 4 —— — R
B 3.sinx 6.cosx 6.sinw
Li@)=—cosat+ " —+—5— — (>
G,(z)z_sinx_6.cos:p+21.szina;+45.§?sz~45.5111x7
(30a)
v+1
]’(x)———cos( - ”\ + Ercos(x (V_r) )
v v /
(»+r—1)! e+ +re-1)
-rE Dyt or o R
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Die Kugelfunktionen.

7. Far das vorliegende Problem sind die gewdhnlichen
Kugelfunktionen, die nur von einer Variablen abhingen (die
zonalen Kugelfunktionen) nicht zu verwenden. Wir werden
im nichsten Abschnitt sehen, daB Funktionen von den folgenden
beiden Formen zur Losung notlg sind:

(313 P (%, @) = I1,(v). cos &,
(82) R, (3, @) = I1,(v) . sinF.cosp,
(88) v = smﬂ sing.

Die Funktion I7, muB, wie man durch Substitution der
Ausdriicke fiir P, und GB in (11) erkennt, folgender Differential-
gleichung gehorchen

(84) ;;((1_,,2).17,)-}—1/.(,;_;.1),177:0_

Die geometrische Bedeutung der drei in (31), (32), (38)

vorkommenden Winkelfunktionen:
cos &, sind.sing, sind.cosg

ist wohl ohne weiteres klar. Nennen wir die Winkel, die der
Radiusvektor des betrachteten Punktes mit den Achsen 1, 2, 3

7. bildet (vgl. 2.), F,, &,, F,, s0ist, wic
man aus Fig. 2 sofort sehen kann:
I cos ¥, = cos ¥,

cos &, = sin . cos ¢,

/ (35)
l cos F, = sin . singp = v,
205 AN Wir wollen jetzt noch die
7 BN wichtigsten Formeln fiir die Funk-
= ~ tionen II, zusammenstellen. Be-
4125 kanntlich ist eine partikulare Ld-
sung der Differentialgleichung der
Kugelfunktionen rational und ganz
2. ) in den trigonometrischen Funk-
ﬁigonometrié%egheziehungen. tionen .der Wiinkelkf)ordina‘c'en % ¢-
Nur diese Liosung interessiert uns.
Haben wir sie fir eine Ordnungszahl (z. B. » = 1) gefunden,
so konnen wir sie fur alle anderen Ordnungszahlen mit Hilfe
der folgenden Rekursionsformel berechnen:

(36) LE, Zv;x =v. dH +w+2).11
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Diese Formel kann man durch Einsetzen in (34) ohne weiteres
verifizieren. Eine Losung von (34) fir den Fall » =1 ist nun:
87) I (v) = 1.
Darans ergibt sich durch Anwendung von (36):

I, (v) = 0, IT (v) = |
II,= 3v,
15 3
H3=~é—-v2—-—?,
35 15
(38) H4:?3v3__ , v‘
v(_il) 1
1N, gy @—29t ol
1I,= 9v ;Y(— 1y »—s)ts! (v—2s—1)'

Eine andere Reihenentwickelung fir 77, ist die folgende:

v(+l) 1

S L1 2e—1 (| — 2y
39) I = RO L ke
(89) 2 Sl + 1! (v—2s—1)‘22’+1

Fiir den speszen Wert v = 0 ergibt (38):
IT,(0) = 0, wenn v eine gerade Zahl ist,

v
r—1

@\ me=(-n"

H!
D! wemn » un-

Ty ¥ 1Yy, fv—1 .
2 ( ;—1>>!(‘2~>! gerade ist,

und fiir die erste Ableitung:

amLy ?-‘.,,,,,,,J,,uzz . y
o | Em e e
(quvI )v_ = 0, wenn » ungerade.

Ahnlich kann man aus (39) die Werte der Funktion 7/,
und ihrer Ableitungen fiir v = 1 berechnen.

8. Gerade so, wie es bei den oben besprochenen Funk-
tionen K, und I, war, gibt es auch fir die J7, aufler der
Rekursmnsformel (36) noch eine zweite Relatxon, die sich
ahnlich wie (36) beweisen laBt:
(42) at,, _ 4l

! iy
ST = = 1).11,.

v
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Aus (36) und (42) folgen die beiden oft sehr niitzlichen
Formeln: ‘

@v4+1).o. M=o, +@+1).10,_.
9. Endlich seien auch noch die in den Formeln (13)

und (14) vorkommenden Differentialquotienten von P, und %,
hier notiert.

(43)

P = II .cos ¥,
4P, dw.1L) . a1, .
(44) T = d» -sm&—l——d—v—-smzp,

1 8P, _dll, 9

Gad o =, r.cosd.cosg.
PR,=II .sind.cos g,

0%, _ dw.11)

(45) e e .cosd.cos .
1 0%, de.IL) A1, .
sad 99 = do .smrp-}——[”——.smﬂ.
Speziell fiir die ersten beiden Ordnungszahlen haben wir:
P, = cos, P, = 3.sin¥.cos ¢.singp,
ap . 8P, . .
’6751" = — sin ¢, 5{; =38.cos2 J.sing,
1 8h _ LR
Pl =0, gi~£—9-~a~(—p—_3.cosﬁ.costp,
P, =sinF.cos g, P, = 3.sin2F .sin¢p.cos g,
o R o B . .
'bl.;_ =cos.cosq, “6?;2' = 3.s8in2:.sing.cos g,
IR R 1 8%, .
i e = sing, 55, = 3.sind.cos2¢.

Integralwerte der Kugelfunktionen.

10. Im folgenden wird die Aufgabe geldst werden miissen,
die gesamte Strahlung, die von der Kugel reflektiert wird, zu
berechnen. Wir werden sehen, daB diese Aufgabe darauf
hinauskommt, die Oberflichenintegrale

7 2x T 27

[[P..Busing.do.dg und [[5, % sino.d9.dg
0 0 ' (VY]

zu finden. Man kann diese Integrale sehr leicht beispiels-
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weise nach einer in Maxwells Treatise on EIectriciﬁy‘) an-
gegebenen Methode ausrechnen. Es ergibt sich:

7 27 7 27 .
[ffp,.P,,.sina.d&.d«p= fﬂSW.%M.sin{}.d{}.dq;.—_—O,
00 00

(46) 7w 27 @ 27
. . (+1

[P sind.d9.dg =ffasz.smﬂ.d&.dqo=2n-”2:”:1).

00 90

Ebene Welle.

11. Das vorliegende Problem ist als gelost zu betrachten,
sobald es gelingt, die ebene Welle, die auf die Kugel auftrifft,
in Ausdriicke voft der Form (13) und (14) zu zerlegen.

Als Fortschreitungsrichtung der ebenen Welle wollen wir die
Achse 8, und zwar im mnegativen Sinne wihlen. Das Licht sei
geradlinig polayisiert, und zwar se¢i Achse 1 die Richtung der
elehtrischen Schwingung, also Achse 2 die der magnetischen.

Nennen wir die Koordinate eines Punktes in der Richtung
der Achse 8 voriibergehend wieder z, so ist nach (35):

z=r.c08%, =7.v.
Die ebene Welle wird also durch folgende GroSen reprasentiert:

2miz
Qaint+ .-

G =e v =6 =0,
o 3 2aint+ 273,”
9 =0, 5;)2=——1//—ﬁ-e o, ©3=0.

Hier sind % und g Dielektrizitat und Permeabilitit in dem
in (1) gebrauchten Sinn, das Leitvermdgen des von dem Strahl
durchlaufenen Mediums (des Wassers) haben wir als Null an-
genommen, A ist die Wellenlinge in dem Medium (Wasser).
Setzt man nun (vgl. (5))

2w i % 272.7.9 R
222 = =2,
% A
so kann man ohne weiteres die GroBen Z, . . und M, .., die
friher (Formel (2) und (4)) eingefithrt wurden,: hinschreiben:

]Ez ei-vv cosd, M = 7.et-z-v.8ind.cos @,

.

(47) Bp=—etvz.sind, My= i.ei-®v, cosd.cOSQ,
lEq,—:O, . My=—i.¢imrsing.

:1) Bd. I p. 200 der deutschen {Ibersetzung.

Annalen der Physik. IV. Folge. 25. 26
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Nun kann man aber die hier vorkommende Exponential-
funktion leicht nach I~ und JZ-Funktionen entwickeln. Es ist
namlich:

(48) ei’“’=2(2w+1).i”"1.£’§l-ﬂv(v).
y=1

Man kann die Richtigkeit dieser Formel am leichtesten
durch Differenzieren nach z und nach » beweisen. Ks ist
nimlich, wenn wir die Reihe zuniichst einmal f(z,v) nennen,
nach (26) und (43):

aF 1 [T ai, o I )
of =?.{le 1.(21;+1).(-35_2.?).117@},
1
= ((w—l) 2 L+ w+2).0v. ,,+1) I (v,
1
< I,
— yv—1, v
= 1 vl 7 (V IL+1+'V+1 vl)
1
=i.v.2:(2v+l)i"—lvfg—’wﬂy(v),
1
=ti.v.[(z,v)
Ebenso kann man zeigen, daB:

) .
—a—);=z..z'.f(x,v).

(f(.’t‘, v))x:u = 1 .

flzv) = e
Demnach haben wir fir Z, und #, die gesuchte Reihen-
entwickelung:

Endlich ist:

Also

o0
R 1,
- E.h) Vv gy=1,
E = Dv(Zv4 1.7 'x‘—"P”’
i

. R
M= Dr@v+ 1. 5 $,
1

wo P, und %, die in (31) und (32) definierten Funktionen sind.
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Man kann nun von dem gefundenen Wert Z, ausgehend,
mit Hilfe der Formeln (18) eine Lidsung der Gruppe I bilden,
ferner von M, ausgehend unter Benutzung von (14) eine Lisung
der Gruppe II, die Summe dieser beiden Losungen muB dann
dasjenige Integral der Maxwellschen Gleichungen sein, das
die ebene Welle wiedergibt. Man kann sich leicht durch
direkte Rechnung iiberzeugen, daB die so erhaltenen Reihen-
entwickelungen in der Tat identisch sind mit den Ausdriicken (47),

Man kann némlich aus den Relationen (26) und (48), wenn
man dazu noch die Differentialgleichung (10)

LS o =
* 21.(11-{-1)'(([1;’27_'_[")——71:?

beachtet, die folgenden beiden Gleichungen ableiten:

o0

Y 2yt e d(vII) i d] 41,
(o]
Ev 2r+1 A(Zw—x' 7. 41, d.IL,))\
v.(r+1) ‘dz dr }
1
49) oy
N < . I, d1i
= 2 . v—=1, v Ty
P2y 1)t
1
7 .
=Zv(2'v+ 1),zv.£r.ny,
1
=1{.x.ei®?,

Bildet man nun nach Vorschrift der Formeln (13) und (14)

z. B.:
= 20

]’ 6P,

+ Sy—1 ¥

€ ' ch
Y 2» + 1 .y /v 6‘,1}7
+ Z voot) Y TS e dg

50 ergibt sich mit Benutzung der Formeln (44), (45) und (49):

‘lm

By =— c¢izv sin .
26 %




(50)
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Ebenso wird:

oo
b= Pl e kSR
- y.(y+1) z.sind O¢@

o0

— ,Bi_l_,iv.l’_.a%” = Q.
2 x
1

r.(r+1 a9

Abnlich My und M, Man kann also fir die ebene Welle,
anstatt der Ausdriicke (47) auch die folgenden brauchen:

5= Dhev g by
1

(=] o0
. 9y+1 .., 1] 8P v 41 3R
S AT £ T Y NN o i IS & N A
Es 21’.(v+1) ¢ i Zyv‘(w+l) Vs snd oo
1

[~ [e=]
;] 8P, _ 2r+l o, L %,
Z vt m 8Y

o~

MT=2(2w+l).iV--xI%.Pv,
1

- gl on, Ay 0P Z‘EE:L o L 0%y
‘Mﬂ—zlv.(v+l)'1 ‘w.sind 6@ + 71'.(1/+1)'2 2 09
1

Gebrochene und reflektierte Welle.

12. Wenn wir nun dazu iibergehen, auch die Welle im
Tnnern der Kugel und die von ibr nach auben ausstrahlende
Welle durch Ausdriicke von der Form (13) und (14) wieder-
zugeben, so miissen wir dabei beachten: Erstens, daB im
Innern der Kugel nur das mit I, bezeichnete Integral der
Gleichung (10) zu verwenden ist, weil alle anderen partikuliren
Integrale fir z = 0, d.bh. im Zentrum der Kugel, unendlich
werden miilBten; zweitens, dab im AuBenraum K (— ) zu ver-
wenden ist, weil nur dieses den Faktor

e~it=¢

1
~ oo 2v+1 ., 4, 0F, Z; oy+1 ., I 8%
Mq"”’zzy.(ym)" "z 89 + w.(v+1)" "T.snd ¢
1 1
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hat, so daB die Komponenten der elektrischen und magne-
tischen Krafte, die Zeit lediglich in der Kombination:

e2ni(nt———%—)

enthalten, was das Charakteristikum einer von der Kugel aus-
gehenden Strahlung ist.

Die Strahlung im Innern der Kugel 1a8t sich also folgen-
dermaBen darstellen:

o0

B .= ,,i.],.l_v_.])
v x? 4

v

1
00
bt I' 0
E@i= E,( vt .,z,d_&'_‘___qv . I_v ,Q,S’Ez,
- v.p+1) xz 09 y.v+1) @.sind Jo

E .= Zl (_,,”,v,,:i,_ R SN 1 PR T k.
i - v.o+1) z.sind 0¢ v.(u+l)' z 60)’

1)
2001 1,

M'ri-'—_ .:qu.};:;—';’Bv’
1

oo

b, .2 I P 17 8
My, = A S S T» Ay P,
i Z(»(Hx) z.sing 69 +u.(p+1)' a; 'a&)’

o b,.? 1, 0P, i’
My = Zv (.__ O e s . ,_f,{':,,,, . %\
- v.ptl) ® 69 y.(v+1) x.sind 9@

Die Koeffizienten 4, und g,, deren einem der Faktor ¢ zu-
gefiigt ist, nur, damit die spateren Formeln etwas eleganter
werden, sind nebst den in den folgenden Ausdriicken (52) vor-
kommenden @, und p, aus den GOrenzbedingungen (7) zu er-
mitteln.

' Im AuBenraum kommt zu der ebenen Welle (50), die auf
die Welle auftrifft, noch die reflektierte Strahlung:
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, . K, (-2
E = Evavz~~”x—2--Pv,
1
Byo= > (,u E/(=®) 0P, , v K (-2 0%
Hoa = C ot @ 8% T v+l w.snd dg)’
1
[>]
B = Z' 0,0 E/(-® 8P, 1, K(-9 61‘.)
pa = T+ w.sing de  v.r+1) x 04
1
(52) o B
v — X,
M;‘a':" _S_"P,. ;z )%vi
1
- 2'”?( a0 K(=9) 8P, p.  K/(=@) 9%
da = _r.(u+1)'a;.sinv9'6<p O x '61‘1’)’
1 .
% —-QE?(—— ay.i K(=m 8P p, K (=0 0%,
P Vo FD w89 T hp+D) asing b ’
1

BErmittelung der Koeffizienten.

18. Den Radius der kleinen Kugel haben wir mit ¢ be-
zeichnet, den Brechungsexponenten des Mediums (Wassers)
mit m,, den komplexen Brechungsexponenten des Materials
der Kugel mit m. Weiter wollen wir die Grofen 2, und =z,
fiir den- speziellen Wert r = o mit o und g bezeichnen, ferner
den relativen Brechungsesponenten m/m, mit m’

J 0=glt.m‘,.g _ 27 9

A A e |

i s
(53) l ; 2m.m.Q m ,
| = —~-)'——~—-— =7n40‘.a: m -¢.
Endlich wollen wir noch die Abkiirzungen brauchen:
L) = 4, L () = 4,
(54) L= 25, I® =B/,

Ki—@)=0C, K/(-&=0.

v

Wir setzen nun in die Grenzbedingungen:
(E‘z? + Eﬁa)'f =0 ™ (Eﬁi)r =09
By + Bypa)r=e = (Byidr=c»
u'(Mz? +Mz‘)a r=p— ﬂ-(Mﬂ'i)r=gy
.My + Mya)r=o= B Myi)r = o>
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die Ausdriicke (50), (52), (51) ein und erhalten, da zwei Paare
dieser Gleichungen sich als identisch erweisen, fir a, b, p,
g, die folgenden Bedingungen:

(55)

GroBen, namlich C, und C, in den Ausdriicken stehen.

(56)

oy o _ B/
—(2w+1)-z-u+a, —bv~‘5,1
—Q2v4+1).i7. 4, +a, c, = ,-B,,

v G _ . B
@v4+1).o-=Fp, =g
(2ﬂ+1)-i”-Av'+pv~Cy'=1],,-Bv'
Daraus berechnen sich:
_ ., A/.B,.6—B . 4,.«
[ o, =+ Qv+ 1) Frg T E 0, .
. A,.B/.B—B,.4, .
. lPv=—(2”+])'“'?jf'.B:'.g-Bv.@’T:'

Formeln zum praktischen Rechnen.

14. So einfach die Formeln (55) auf den ersten Anblick
auch erscheinen, so schwierig ist es, sie zu diskutieren. Be-
sonders erschwerend ist in dem Falle metallischer Kiigelchen,
daB § und damit zugleich B,, B/ komplexe GroBen sind.
Aber auch im Falle nicht absorbierender Kiigelchen, wo /3
reell ist, bleiben noch zwei unter allen Umstinden komplexe

Fiir nicht sehr groBe Kiigelchen wird man stets am be-
quemsten mit den Formeln (27), (28), (29), (30) rechnen. Danach
konnen wir setzen:

ar—{-l
d = - e f
Ay =4 T e w1y
gr+1
Bo= sl
. w1032y — 1 i .
i Cv =(— Z)P 4_—((1%}_—J.eﬁla'(’]‘v+la'ky);
, r+1D.o” ,
4= 5 e
/ v+ 1.6 ,
B =i e 9
. w1.8..@r—=1 . A ,
Cv =—W'(— Z)“ N “;’(;1777"“'.8 ta.(}'v +Z(Z‘IC7).
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Die Faktoren f,, f,’ sind rasch konvergierende Potenz-
relhen in o g, g/ dieselben Reihen in 8% 4, &, &/, &/
sind endliche Potenzsummen in &2, also alles Ausdriicke, die
verhiltnismaBig leicht zu berechnen sind. Man kann sie direkt
aus den Formeln (27) bis (30) entnehmen. Alle diese Summen
f,» f,) usw. fangen mit dem Glied 1 an, fir Kiigelchen, deren
Durchmesser gegen die Wellenlinge des Lichtes innen und
auBen klein ist, nahern sie sich also alle sehr dem Wert 1,
und man bekommt fiir 4,, 4, usw. sehr einfache Ausdriicke.
Setzt man (56) in (55) ein und schreibt zur Abkiirzung:

7571 ; f L 9’ h,+ic.k, g/
—_—pta______f¥v = — . —_ v v [ Iv
OO o= e ®m YT T R ek g
I3 m? ‘
(58) W =

so ergeben sich folgende praktische Formeln:

a2v+1

v+ 1 m— ¢
a = (—1yp-1. = .- L
» g @y — 18 ” 1
v (2¥ ) W¢'2+V+"'wy
v
(59)
: _( 1)7 wj-’l a®rtl " 1 -2,
p= R COE CI T A e S
L+,
v

15. Es ist nicht schwierig, ungefihr zu beurteilen, wie a,
sich mit wachsender TeilchengroBe dndert. Fiir kleine o werden
die £,, g, usw. alle ziemlich genau gleich 1 und folglich kann
man die Nidherungsgleichung benutzen:

~ vt PFY G
l @~ o Y TR @y — 1
(60) l Cv=“—l"{":;:1:i’ﬂ(— 1)»-1,
m’%+‘_,

Hier ist C, eine komplexe Zahl, deren absoluter Betrag
nicht allzu weit von 1 abliegt.’) Wihrend e, wie (60) zeigt, zu-
néchst mit der (2 4 1)*® Potenz von « steigt, biegt bei groBeren
Werten von « die Kurve der a,-Werte ab und geht niemals
iiber eine bestimmte GroBe hinaus. Man sieht das, wenn man

1) Bei Goldkiigelchen liegt beispielsweise der absolute Betrag von
C, zwischen 0,9 und 2,5, je nach der Farbe des Lichtes.
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aus (29a) und (19) die Werte fiir I, und KX, fur sehr groBe
Argumente nimmt. Da « reell und g = f"—i.5” komplex,
so hat man:
K(—a)~e=is, K'(—a)~—1t.e"i,
k3 v

Iy(a)~sin(a—-3/2—), I’(a)mcos(u—-T),

v

2
# 2

L ~= b E), gl

Also, wenn man dies in (55) einsetzt, so bekommt man als
Grenzwert fiir sebr grofle «:

Lav~ 2v 4+ 1).¢,,
(61) i’ el . vo ., v
| 6= —1-+m,.(sm(ce—~7) +z.m.cos(c¢—.—2~)).
¢, ist hier eine komplexe, periodisch mit & veriinderliche GroBe,
deren absoluter Betrag immer in der Gegend von 1 bleibt.
Da in (60) die Potenz «2*+1 steht, auBerdem aber der
Nenner schnell mit » zunimmt, so muB zuerst a, alle anderen
Koeffizienten weit iiberragen. Wenn aber @, seinem Grenz-
wert (61) zustrebt, schlieBt sich ihm als zweites @, an, wihrend
alle folgenden noch klein bleiben. Spiter gesellt sich den beiden
ersten auch @, zu und so fort. Aus den Formeln fir £,
g, usw. ist ferner zu sehen, daB die Formel (60) fir die spiter
folgenden Koeffizienten immer linger annihernd giiltig bleibt.

Aus dieser Betrachtung geht hervor, daB, wie groB auch
e sein moge, doch immer von einem bestimmten » an alle
Koeffizienten so klein gegen die ersten bleiben, daB man sie
ganz aufer acht lassen darf.

Die von emer hleinen Kugel reflektierte Strahlung setzt sich
im wesentlichen stets aus einer endlichen Zahl von Partialwellen
zusammen, aber die Zahl der Partialwellen nimmt zu, wenn die
Kugel groffer wird.

Dieser Satz ist zun#chst nur fiir die ,elektrischen Schwin-
gungen“ des Teilchens bewiesen, denen die Koeffizienten a,
entsprechen, er wird sich aber auch fiir die ,,magnetischen
Schwingungen*, die die auftreffende Welle erregt, d. h. die
Koeffizienten p, bestitigt finden, die wir in 17. diskutieren
werden.
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In dem Zahlenbeispiel, das ich unten bringe, um der Er-
klarung der optischen Eigenschaften kolloidaler Metallosungen
naher zu kommen, werde ich bis zu einem Wert des Durch-
messers 29 = 180 uu gehen. Dieser Wert liegt schon an der
Grenze der mikroskopischen Aufldsbarkeit, entspricht also
wohl der duBersten GroBe der Teilchen kolloidaler Liosungen.
Auch bei dem grofen Durchmesser 20 =180 pu, sind schon von
v =23 an alle hoheren ,elektrischen Partialschwingungent gegen die
beiden ersten ganz verschwindend klein, wir brauchen also mur
a, und a, zu berechnen.

Dagegen miifite man z. B. bei dem Regenbogenproblem,
das man auch mit der hier angewendeten Methode in Angriff
nehmen konnte, eine ziemlich groBe Zahl Partialwellen beriick-
sichtigen und wiirde auf sehr groBe rechnerische Schwierig-
keiten stofen.

Die beiden ersten Koeffizienten sind:

‘e
3 m'?t— v
a=2.¢%u  ——at—
{ 1 1T 2w,
i (62) 1 m'2— .
5 2
Qd, == — — (1" » U, ————
2 6 2 ., 8
{ e

Wird « sehr klein, so kann man die «, v, w gleich |
rechnen und bekommt:

IR L
( a=2.«a VTS
(63) 15 mi—1
az_—Fa 7/9”3 ’
{ LA

Natiirlich ist fiir kleine ¢ auch schon a, gegen a, ver-
schwindend klein, und es bleibt nur jene erste Partialwelle
iibrig, deren Existenz zuerst von Lord Rayleigh theoretisch
bewiesen worden ist, die ich deswegen manchmal auch kurz
die Rayleighsche Straklung nennen werde.

16. Es sei auch noch der Spezialfall kurz erledigt, daB
das Kiigelchen aus einem vollkommen leitenden Material be-
gteht. Bekanntlich ist dieser Fall zuerst von J. J. Thomson
diskutiert und F. Ehrenhaft hat gemeint, die von Thomson
entwickelte Theorie auf die Optik der kolloidalen Lidsungen
anwenden zu konnen. Obwohl dies aus den in Abschnitt 1.
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genannten Griinden nicht geht, hat der Fall doch ein gewisses
historisches und allgemein theoretisches Interesse. Wir setzen:

m?=—1i.00 (vgl(3)),

und vernachlissigen demgem#B in den Formeln (55) die Glieder
mit dem Faktor « gegen die mit dem Faktor 8. Es ergibt
sich so:

S
a,=(2v 4 1) o
v
Fiir kleine « ist also:
2v41 ’
a =(_1)v—1,7.+.1,%L_~.eia. 5
4 v 1%.8%..(2v — 1)? h/+io. k)

Fir groBe « ergeben (19) und (30a):
a,=(2v 4 1).i7+1. ¢ sin (a =7 ;l 7)

Der absolute Betrag dieses Wertes schwankt regelmiBig
periodisch zwischen 0 und (2% + 1) hin und her.
Von besonderem Interesse ist auch hier die Rayleighsche

Welle. Der genaue Wert von a, ist:

—_ — o?). s1
(64) a,=3.cic @.cos e 77777(}17”"’79{‘)_:5‘1!71‘41
{4+ (1 —«?)

Fir unendlich kleine « ergibt sich:
(65) a=2.d.

Der charakteristische Unterschied dieser Formel gegen
(63) ist, dall dort noch der Faktor (m'?— 1)/(m’'? 4 2) hinzu-
kommt, den man, wie wir noch sehen werden, bei Metallen auch
nicht anndhernd gleich 1 setzen darf, und der vor allen Dingen
mit der Wellenlinge sehr stark variiert. Kin anderer sehr
wichtiger Unterschied ist, daB in (65) a, eine rein reelle GroBe
ist, wihrend das richtige aus (63) berechnete a, einen sehr
betrichtlichen imaginiren Teil hat. Dieser Teil bedingt, wie
wir noch sehen werden, die Absorption in den kolloidalen
Metallosungen.

17. Wir gehen nurn iber zur Diskussion der ,magne-
tischen Schwingungen®, d. h. der Koeffizienten p,. Fir suBerst
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kleine Teilchen ist Formel (59) nicht zu gebrauchen, da (1 —v)
sich dann der Null ndhert. Nach (57), ferner (29) und (30) ist:

1 , ,
l—v= f’z_@‘y‘“(fr%*ﬂﬂﬂ!
1—ow g et L (1 1 o+ g

5T _(_"+1)(2v+3)d f,,'.yv' T oy x5 ot
2y +5 .
(66) 1.3 ot + 227:7;75“25“4-54 )
+W+‘-—7_)A ST REEE T

- g L
T e+ DEY+Y) f g,

Hier bedeutet also ! ganz &hnlich wie die £, £ usw.
eine schnell konvergierende Potenzreihe in ¢? und B2, die fiir
kleine Teilchendurchmesser gleich 1 wird. Wir setzen nun
weiter: [

ia ]V. L o mee .
(67) S,=¢6"- :qr "h’v/:*_ i&k,,' =1U,. . ,
dann gibt die Formel (59) fir p :

Py= e £ 188 gr — 1) v];u 1

ey,
v ¥

(=1 a2?+3 N2 - 1

(68)

Fiir sehr kleine Durchmesser kann man annihernd setzen:

(— 1y ”21'4—3

—{m'? —
09  r=GiteEry T oD

Fir groBe Durchmesser liefert (55), wenn man die GroBen 4,
© 4 usw. (54) nach (29a) und (19) berechnet:

;. v . v
m’ . sin a—T + 2. cos * =5

(10) p~ @y 4 1) ivieio e b

Man kann also den Verlauf von p, ganz ebenso beschreiben,
wie es in (15) mit den a, gemacht wurde.

Bei kleinen Teilchen wichst mit steigender Teilchen-
grofle p ungefihr wie:

29 +3 . (71

71) ! Py~ G770 e g 0y 1) @y - 1) 120 + 8)
= (= 1y

Beitrige zur Optik triiber Medien. 405

Der absolute Betrag von C ist nicht sehr weit von 1
entfernt. Bei groferen Werten von « biegt die Kurve der
pv-Werte ab und #ndert sich schlieBlich bei sehr groBen e
mit weiter wachsendem Teilchendurchmesser periodisch:

(12) p,~@2r+4+1).¢).
¢, ist eine komplexe, periodisch sich #ndernde Zahl, deren
Amplitude nicht weit von 1 abliegt.

FPur die magnetischen Partialschwingungen gelten dieselben
Sitze, wie fur die elektrischen und zwar lauft die v-** magnetische
Schwingung ungefihr parallel mit der (v + 1) elektrischen.

Durch Vergleichung der Formeln (69) und (70) mit (60)
und (61) sieht man, daB der absolute Betrag von p, im all-
gemeinen etwas unter dem von a,,, liegt.

Die erste magnetische Partialschwingung ist z. B. fiir alle
Veilchengrofen stets von derselben GréBenordnung, wie die
zweite elektrische.

Selr kleine Teilchen strahlen seitlich stets nur die Ray-
letghsche Welle aus, bei den ganz groben Teilchen in kolloidaler
Lisung kommt noch die zweile elektrische und die erste magne-
tische Partialschwingung hinzu.

Ich werde also in dem unten zu bringenden Zahlenbeispiel
im ganzen nur drei Koeffizienten, namlich: a,, a,, p, zu be-
riicksichtigen haben. TUnd zwar werde ich p, fir grobere
Teilchen nach der folgenden Formel berechnen:

- -

(13) P=— 2.&3.Zt13+—2—u~_1>

WO uy, v, w; ganz dieselben GroBen sind, wie in (62). Fir
kleine Teilchen gilt die Niherungsformel:

(14) pr=— = (m?—1).

18. Wabrend die Annahme einer vollkommenen Leit-
fibigkeit bei den elektrischen Partialschwingungen zu Resul-
taten fithrte, die sich immerhin noch mit denen der exakien
Theorie vergleichen lieBen, liefert sie fir die magnetischen
Schwingungen vollig abweichende Resultate. Setzen wir in (55)
B unendlich grof, so bekommen wir:

) S
p,=—(2r-+ ). o

v
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Also fiir kleine Durchmesser nach (27) und (29):
0‘211+1 . -
p,=(= 1)””'*{;5;@1—1)‘2'3’““‘;;;%’@"
ein Wert, der von ganz derselben Grofenordnung ist, wie der
unter der gleichen Annahme gefundene Wert von a,.

Nehmen wir an, daf die in dem Medium suspendierten
Kiugelchen vollkommene Leiter sind, so kommen wir dem ver-
Lehrten Resultat, daf die magnetische Partialschwingung v-** Ord-
nung parallel geht mit der elehirischen Partialschwingung der-
selben Ordnungszahl (statt der niichsthoheren Ordnungszahi).
Speziell fir sehr feine Teilchen hommen wir so zu dem falschen
Resultat, daf} neben der Rayleighschen Welle die erste magne-
tische Schwingung ungefdhr in derselben Grifenordnung auftritt.

J. J. Thomson, der zuerst den letzten Teil dieses Satzes
bewies, zeigte bekanntlich schon, daB die Untersuchung der
Polarisation des von kolloidalen Metallosungen seitlich zer-
streuten Lichtes ergibt, dab das Resultat falsch ist. Die eigen-
tiimlichen Polarisationserscheinangen, die F. Ehrenhaft?) und
E. Miiller?) spiter beobachtet haben, deuten keineswegs auf
eine teilweise Giltigkeit der Annahme einer vollkommenen
Leitfahigkeit hin. Wir werden weiter unten sehen, daB die

exakte Theorie sie ganz ungezwungen erklart.
Wir wollen, wegen der spiter folgenden zahlenmaligen

Diskussion, noch den Wert von p, notieren:
sipa — o.C0s @

1470

(15) p, = 3B.ci®

Fiir sehr kleine Werte von ¢ wird:
(76) py=.

Vergleichen wir (76) mit (65), so schen wir, daB die
Amplitude der magnetischen Schwingung bei sehr Kkleinen,
vollkommen leitenden Partikelchen gerade die Hilfte der elek-
trischen sein miiBite.

Die Partialwellen.

19. Fur das folgende wird es niitzlich sein eine Vor-
stellung zu haben, wie Intensitit und Schwingungsrichtung

1) F. Ebrenhaft, Aun. d. Phys. 11. p. 489. 1903.
2) E. Miiller, Aon. d. Phys. 24. p. 1. 1907.
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der einzelnen Partialwellen (speziell der ersten) sich auf einer
groBen Kugel, in deren Zentrum das betrachtete Partikelchen
liegt, von Punkt zu Punkt zu Punkt éndern.

Die Komponenten €, und 9, brauchen wir nicht zu be-
riicksichtigen, weil sie bei der Ubertragung der Energie in
den Aufenraum nach dem Poyntingschen Satz gar nicht
beteiligt sind. Es bleiben also nur die auf der Kugelfliche
tangential verlaufenden Komponenten. Nun gilt aber nach (13)
und (14) fir jede Partialwelle:

Ey. My + By My =0,

4. h. die magnetischen Kraftlinien auf der Kugelfliche laufen
iberall senkrecht zu den elektrischen. Es geniigt deshalb,
um eine deutliche Vorstellung von der Strahlung zu be-
kommen, wenn man den Verlauf der elektrischen Kraftlinien
aufeder Kugelfliche angibt.

In den Figg. 3—10 sind die elektrischen Feldlinien auf
einer das Teilchen umgebenden Kugelfliche fiir die vier

Fig. 3. Erste elektrische Partial-
schwingung.

Fig. 4. Erste magnetische
Partialschwingung.

ersten elektrischen und die vier ersten magnetischen Partial-
schwingungen gezeichnet. Als Ebene der Zeichnung ist die
Ebene (1. 8), d. h. die Schwingungsebene des Lichtstrahles ge-
wihlt, der die Wellen erregt. Es ist das eine Symmetrie-
ebene des Vorganges, und man kann sich leicht zu der in
den Figuren dargestellten vorderen Halbkugel die hinter der
Zeichenebene liegende erginzen, da die Kurven auf beiden
ganz kongruent verlaufen. Bei den magnetischen Schwingungen
ist £ =0, die Linien verlaufen also als geschlossene sphérische
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Kurven, und zwar gibt es auf jeder der beiden Halbkugeln
auf dem Aquator (& = a/2) v Zentralpunkte, in denen die
Kraft Null ist und um die sich die Feldlinien, in » ver-

\é/
Fig. 5. Zweite elektrische Fig. 6. Zweite magnetische
Partialschwingung. Partialschwingung.

| >/ /\<
N7,

o

Fig. 7. Dritte elektrische Partial- Fig. 8. Dritte magnetische
schwingung. Partialschwingung.
==
N

Y |
7l
WA

7 e

o]

=
Fig. 9. Vierte elektrische Partial- Fig. 10. Vierte magnetische
schwingung. Partialschwingung.
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schiedenen Gruppen, herumschlingen. ~ Bei den -elektrischen
Schwingungen verlaufen die Feldlinien dagegen in gewissen
Kegelflichen, die alle durch » in der Zeichenebene liegende
Kegeldurchmesser gehen. Die gezeichneten Kurven sind die
Schnittkurven dieser Kegelfliichen auf der Kugel. Diese Kurven
laufen alle nach den » Polen aus, die durch die » Durchmesser
ausgestochen werden. In Wirklichkeit biegen sich die Feld-
linien aus der Kugeloberfliche heraus, um sich, je nach der
Phase der Schwingung entweder im Innenraum oder im
AuBenraum zu schlieBen, da sie natiirlich nicht Anfang und
Fnde haben konnen (abgesehen von den Linien unmittelbar
am strahlenden Partikelchen). '

Man kann sich nun auch leicht ein Bild von den magne-
tischen Feldlinien machen. Die Abbildungen Gruppe I geben
ohne weiteres die magnetischen Feldlinien der Gruppe II und
umgekehrt, wenn man sie um 90° dreht, d. h. Achse 1 und 2
vertauscht.

Die diffuse seitliche Strahlung.

20. Beobachtet wird in einer unendlichen Entfernung

vom Teilchen, wir haben also in (52) einzusetzen:
K (—z)=e-i=,

wie aus Formel (19) hervorgeht. Dann ist weiter:

K '(—z)=—1i.e"i=,

- also:
_‘Q:zir
I M LAV e #
sa= + 1. pa== Tl T
(=]
. E,, (.,,_31,4,.6,31 p 1 0%
;\v. .41 0O v.w+1) sind ¢ )’
- 1
(77\} 2air
M 7
: . .V e
o= —i.] 9o Logo
oo
Z’ M Y O0R  p 0%,
y\v.0+1) sing  do v.o+1) 89 )
1

Dabei ist angenommen, daB das durch die Losung hin-
durchgehende Licht geradlinig polarisiert ist, und zwar so,
Annalen der Physik. IV. Folge. 25. 27




410 G. Mie.

daB die elektrische Schwingungsrichtung die Achse 1 bildet.
Nach (47) ist:

2xiz

BEi=—iMy=¢"”

Bezogen auf die Intensitit des durchgehenden Lichtes als
Finkeit ist die Intensitiit des diffus zerstreuten Lichtes:
)

J = ve } I L R 9P,N\*
P 4n2.r2'52 v.0F1) sing o w.(ri1) 99 )
1

In diesen Formeln soll durch die geraden Striche au-
gedeutet werden, daB von der zwischen ibnen stehenden
komplexen GroBe der absolute Betrag zu nehmen ist. Man
erkennt aus (78), was ja von vornherein klar ist, daB die
Intensitit umgekehrt proportional dem Quadrat der IKnt-
fernung r ist. Die beiden Intensititen J5 und J, bedeuten
die der zum Meridian (J;) und die der zum Breitenkreis (/)
parallel schwingenden Komponente. Beide Komponenten haben
im allgemeinen einen ganz bestimmten Phasenunterschied, den
man finden kann, wenn man in der bekannten Weise die
Phasen der beiden komplexen Grofen in Formel (77) be-
rechnet. Sieht man also beliebig schief zum durchgehenden=
Strahl auf die Losung, so mu man im allgemeinen elliptisch
polarisiertes Licht bekommen, vorausgesetat, daB der durch-
gehende Strahl geradlinig polarisiert ist und dab die ‘suspen-
dierten Partikelchen so groB sind, daB auBer der (fiir sich
allein geradlinig polarisierten) Rayleighschen Strahlung auch
noch héhere Partialwellen bemerkbar sind.

Auszunehmen sind hiervon aber alle Richtungen, die in

oo

(Fym B Sl OBy P L
T dn 1 _y.(uJ.—l)' 0 v.(r+1) sind
1

Rz
¥

|
1

[~1]
A

(18)

+2

Figuren des Abschnittes 19, kann man chne weiteres ent-
entnehmen:

Beleuchtet man die kolloidale Losung mit geradlinig polari-
siertem Licht und beobachtet in ciner Richtung, die zu seiner elek-
trischen Schwingung senkrecht steht, so ist das seitlich zerstreute
Licht geradlinig polarisiert, und zwar ist seine elektrische Schwin-
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gungsrichtung parallel zu der des durch die Losung gehenden
Strahles. Dreht man bei unverinderter Visionsrichtung die Schwin-
gungsrichtung des durchgehenden Strahles um 90° so bekommt
man wieder geradlinig polarisiertes Lickt, aber seine Schwingungs-
richtung ist ebenfalls um 90° gegen die fruhere gedreht.

Der erste Fall wird in unseren Formeln charakterisiert
durch & = /2, der zweite durch ¢ =+ =/2.

So einfach der eben ausgesprochene Satz auch erscheinen
mag, so wichtig kann er trotzdem vielleicht werden. Die Be-
obachtungen, die Hr. Steubing (vgl 1.) iiber die Polarisation
des seitlich zerstreuten Lichtes angestellt hat, haben nimlich
ergeben, daB, auch wenn man in der vorgeschriebenen Weise
mit vollkommen geradlinig polarisiertem Licht belenchtet, die
seitliche Ausstrahlung immer noch einen allerdings sehr kleinen
Betrag unpolarisierten Lichtes neben dem @iberwiegenden linear
polarisierten enthiilt. Ich neige sehr dazu, hieraus zu schiieBen,
daf die in kolloidalen Lisungen suspendierten Partikelchen keine
Kugeln sein honnen, selbst wenn auch die iibrigen optischen Kigen-
schaften mit dieser Annahme in Einklang sein mogen.

~ Der Fall, daB man mit unpolarisiertem Licht be-
leuchtet, 158t sich nunmehr schnell erledigen. Man kann
sich das unpolarisierte Licht einfach in zwei inkohirente
Strahlen von gleicher Intensitit zerlegt denken, die geradlinig
polarisiert sind, und zwar den einen go, daB seine elektrische
Schwingungsrichtung senkrecht auf der durch die Richtung
des Strahles und den Visionsradius bestimmten Hbene steht,
den anderen so, daB seine elektrische Schwingung in diese
Ebene fallt. Man bekommt dann im ausgestrahlten Licht
ebenfalls zwei inkohiirente, senkrecht zueinander linear polari-
sierte Komponenten, aber im allgemeinen von verschiedener
Intensitit. Das heiBt also: das ausgestrahlte Licht ist teil-
weise linear polarisiert.
 Geht durch die kolloidale Losung ein unpolarisierter Licht-
strahl, so ist das seitlich zerstreute Licht stets teilweise linear
polarisiert (uiemals elliptisch). Und zwar ist die elektrische
Schwingungsrichtung des polarisierten Anteils entweder senkrecht
zu der durch Richtung des Strakles und Fisionsradius be-
stummten Bbene, oder sie fallt in diese Ebene, je nach der Grifle
der Teilchen und der Visionsrichtung.

27
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Dieser Satz ist hier natiirlich nur unter der Annahme
kugelformiger Teilchen bewiesen, aber es ist wohl nicht
zweifelhaft, daB er in dem Fall amorpher (also nicht dichroi-
tischer) kolloidaler Losungen stets gilt.

Bei Losungen mit sebr kleinen Teilchen wird bekanntlich
nur die zuerst genannte Polarisationsrichtung beobachtet, bei
groben Teilchen kann aber, wie wir noch sehen werden, auch
die zweite vorkommen.

Intensitdt des senkrecht zum durchgehenden Strahl zerstreuten
Lichtes.

21. Da man im allgemeinen mit unpolarisiertem Licht
beobachtet, so haben nur die beiden Hauptfille: I. § = = /2,
II. g =+ /2 fiir uns Interesse. In beiden Fallen ist
E,=My=0, es bleibt also nur Js, das wir in den zwei Fillen
als J; und J, unterscheiden wollen. J, ist die Intensitit der
Strahlung, deren Schwingungsrichtung senkrecht steht zur
Visionsebene, wie wir kurz sagen wollen. J, die Intensitit
des in der Visionsebene schwingenden Strahles. Zunichst
ergeben (44) und (45) fir die beiden Fille:

E P 7T .
L d=—2—, sing = v,

19 sp 1 :
y 3} Sy LA /.
Ga == L0, g O = (=Y I (o) —v. ).
I 11 <P=in’ sin % =+ v,
(80) aP : 1 d%B
Y o 2 4 . ¥ Y
] 75 =+ {1—2%. I/ (v)~v II (v}, g By = F I, (v).

Das ist in (78) einzusetzen. Wir wollen uns nun zuerst noch
weiter beschrinken auf den Fall, daB nur senkrecht zum
Strahl beobachtet wird. Wir setzen also » = 0 und wenden
nun die Formeln (40), (41) an. Es ergibt sich:

| 2

_ Ve ‘ ay & ot (2 U)U 0/2”_*_1 i
[Jr ‘“m‘;’—“g—‘FZ’(— I)e+t. 2‘:3;"(’2‘((,;]5 -i-]?:n,)é ,
(81) ! ! ;

2

| oo ‘
o= s D=1yt B fay, — Dot
nT gntyt 2o se—1) -
i1

. Diese Formeln sind so geschrieben, da in jedem
Summanden zwei Koeffizienten von gleicher GroBenordnung
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stehen (vgl. 17.). In dem Zahlenbeispiel kann ich mich, wie
schon ofter erwahnt, auf die Koeffizienten a;, a,, p, be-
schrinken, Ich werde also mit folgenden Formeln rechnen:

ie a [’v

: h= e 2
(82) e ‘“27]71 Ie
Th=gam| T |

J, hat nur bei den allergrbsten Teilchen einen merklichen
Wert und auch da tiberwiegt immer noch J. KEs ist das die
Intensitit der Rayleighschen Strahlung, und zwar im rechten
Winkel zu der sie erregenden elektrischen Schwingung, wo sie
gerade ihr Maximum hat. Unter anderen Winkeln ist ihre
Intensitit:

J =J, .sin? ¢

und ihre Gesamtstrahlung ist demnach:
R=J.2m. [sint g a0 =T r2 .
0
Danach kann man also, wenn man die Rayleighsche Strahlung
in der Hauptrichtung miBt (), ihren Gesamtbetrag, d. h. also
den Verlust, den der durchgehende Lichtstrahl durch sie er-
fahrt, berechnen. Wir werden im folgenden stets die Grofe:

2 g2l N
AR T
37 P2

(83) =

angeben, die zugleich auch das MaB fir J, ist:

3 R
(84) =2 E.
Wie man den Gesamtbetrag der Strahlung II findet, werden
wir in 26. sehen.

Strahlung vieler Partikelchen.

22. Wir haben uns bisher immer noch auf die Berechnung
des von einem einzelnen Kiigelchen diffus zerstreuten Lichtes
beschrinkt. Wir wollen nun weiter zu dem Fall iibergehen, daB
sehr viele Kiigelchen in dem Medium fein verteilt sind, alle
von demselben Durchmesser 29 und von demselben optischen
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Verhalten m’. KEs trifft dann auf jedes einzelne Kiigelchen
nicht bloB der gerade durchgehende Strahl, sondern auch das
von den anderen Kiigelchen diffus zerstreute Licht. Der Ein.
fluB dieser zweiten Atherschwingung auf den Vorgang in jedem
Kiigelchen und die dadurch bewirkte Verinderung der ganzen
geitlichen Ausstrahlung ist fiir #uBerst kleine Teilchen von
L. Lorenz theoretisch untersucht worden und J. C. Maxwell-
Garnett hat die Konsequenzen der Liorenzschen Theorie fiir
die Optik der kolloidalen Metallosungen rechmerisch verfolgt
(vgl. Abschnitt 1). Es ergibt sich da, daB die suspendierten
Teilchen doch schon sehr eng beisammen liegen miissen, damit
die Riickwirkung der seitlichen Ausstrahlung auf den Strahlungs-
vorgang selber bemerkbar sein soll.

Die wisserigen kolloidalen Lisungen der Metalle werden wir
im folgenden als optisch unendlich verdunnt betrachten, und die
ganze seitliche Ausstrahlung einfach durch Multiplikation der
Strahlung, die beim Vorhandensein eines einzigen Teilchens diffus
zerstreut wurde, mit der Zahl der wvorhandenen Teilchern be-
rechnen.

Wenn man iibrigens Bedenken gegen die Zuldssigkeit
dieser Annahme hiitte, so konnte man sie leicht experimentell
priffen, indem man die Ldsung etwas weiter ver®iinnte. Ist
unsere Annahme richtig, so muB die Farbe der Liosung dabei
unverdndert bleiben, die Absorption in allen Teilen des Spek-
trums sich als proportional der Konzentration erweisen. Wire
dagegen die Apnahme falsch, so miiBte dabei ein Farben-
umschlag eintreten, wie ihn Kirchner und Zsigmondy an
konzentrierten Goldlgsungen in Gelatine beobachtet haben (vgl.
Abschnitt 1). Soviel ich weifl, ist es bisher noch nicht ge-
lungen, derartig konzentrierte wisserige Losungen zu be-
kommen. Jedenfalls beschrinke ich mich auf die gewéhnlichen
verdiinnten Ldsungen, .

Wir wollen im folgenden die Konzentration der Losung
angeben in Kubikmillimetern des Metalles pro Kubikmillimeter
Wasser. Ist die Zahl der Teilchen im Kubikmillimeter %,
ibr Durchmesser 2¢, also das Volumen 7 = 4703/3, so ist
die Konzentration:

(85) c=n.7=2"

=%

N.ab.
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Andererseits ist nach (83) der Gesamtbetrag der Rayleigh-
schen Strahlung:
—N.-2 . ye.|af
R=N. 2= 1% 3,
also:
(86) R=1F.C,
wo F, eine GroBe bedeutet, die von der Konzentration un-
abhiingig ist, aber wohl von der TeilchengroBe und der Wellen-
linge abhingt. Wir werden fiir diese Grofle #, zwei ver-
schiedene Formeln brauchen, je nachdem die Teilchen klein

oder groB sind:

24 7t Lay

(87) h= 7 g
7 4 1 o ®

(88) K= 3

Die erste Formel ist deswegen besonders bequem fiir
kleine Teilchen, weil, wie wir schon wissen, fiir sehr kleine
Kigelchen a, proportional mit ¢® zunimmt. Nach (62) ist:

ay m'?— o,

To T T 2w
Wo u,, v, w, fir sehr kleine Teilchendurchmesser den Wert 1
annehmen. Es ist also:
247 | mP—g F
O AT LA

(89) I =
und fiir duBerst kleine Teilchen:

(90) 7 = 24 7% - }m”—l |#
L=

o [
At f’ 2

Diese Formel (90) ist nichts anderes als die bekannte Ray-
leighsche Formel.l} Sie sagt aus, daB bei konstant gehaltener
Konzentration die Strahlung einer Liosung um so groBer ist,
je grober die Teilchen sind. Und zwar ist die Intensitit der
Strahlung dem Teilchenvolumen direkt proportional. AufBer-
dem tberwiegen im allgemeinen die kurzwelligen Strahlen,
wenn der wvon den optischen FBigenschaften der Kugelchen ab-
hingige Faktor (m'®— 1)[(m’?+ 2) nicht sehr mit der Farbe des
Lichtes variiert. Diese letzte Voraussetzung trifft nun aller-
dings bei den Metallen durchaus nicht zu, das Licht, das

1) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 4%. p. 379. 1899.
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kolloidale Metallosungen mit feinsten Teilchen diffus aus-
strahlen, ist deswegen im allgemeinen nicht blau, wie das von
anderen tritben Liosungen, sondern hat eine fiir das betreffende
Metall charakteristische Farbe. Ist (m'*—1)/(m'24 2) kon-
stant, so gilt das bekannte Rayleighsche Gesetz, daB fiir
verschiedene Farben unter sonst gleichen Umstinden die
Strahlung proportional mit 4’4 ist.

Die Formel (88) kann uns dazu dienen, die Gesetze der Ray-
leighschen Strahlung bis in das Gebiet der sehr groben Teilchen
zu verfolgen. Wie wir gesehen haben (im Abschnitt 15) andert
sich a, bei sehr groben Teilchen als eine periodische Funktion
des Teilchendurchmessers mit konstanter Amplitude. Aus (88)
folgt demnach, daB bei konstanter Konzentration die Rayleigh-
sche Strahlung mit wachsendem Teilchendurchmesser abnimmt,
sobald die Teilcher grob sind. Und zwar ist die Rayleighsche
Strahlung schlieBlich, abgesehen von periodischen Schwankungen,
dem Teilchenvolumen umgekehrt proportional.

L. Bei konstant bleibender Konzentration nimmt die Rayleigh-
sche Strahlung bei sehr feiner Verteilung zu, wenn der Teilchen-
durchmesser wichst, und zwar ungefihr proportional dem Teilchen-
volumen, sie erreicht aber, nachdem die Teilchen schon ziemlich
grob geworden sind, ein Maximum und nimmt von da aws davernd
schuell ab, wenn die Verteilung noch gréber wird; wobei aller-
dings immer schwicher und schwicher werdende Mazxima sich
periodisch einstellen kinnen.

II. Bestehen die Kigelchen aus vollkommen leitendem oder
uberhaupt vollkommen weiflem Material, so ist der Teilchendurch-
messer, bei welchem das Mazimum der Strahlung erreicht wird,
proportional der Wellernlinge, und der Maximalwert der Strahlungy
selber ist umgekehrt proportional der Wellenlinge.

Der zweite Satz, der unmittelbar aus Formel (88) ab-
zulesen ist, gilt nattirlich fiir kolloidale Metallosungen nicht.

Man konnte das Auftreten dieses Strahlungsmaximums,
das auch bei Triibungen durch nicht leitende Kérper (Mastix-
tritbung, Dampfstrabl usw.) auftreten muB, allerdings an einer
anderen Stelle, wie bei Leitern, mit einigen Vorbehalten
vielleicht als optische Resonanz bezeichnen. Man muB dabei
aber ja im Auge behalten, daB diese ,optische Resonanz® nur
ganz flache Maxima mit sich bringt, und daB demgemiB das
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Energiespektrum der diffusen Strahlung auch bei genauer
(leichheit aller tritbenden Teilchen nur geringe Erhebungen
iiber esnen Durchschnittswert zeigen wird, wenn die Teilchen
grof geworden sind. Das ausgestrahlte Licht wird daher bei
tritben Korpern mit nicht leitenden Partikelchen (Dampfstrahl,
Mastixtriibung) schlieBlich nahezu weiB, mit einer nur schwach
hervortretenden Farbennuance. Ahnlich verhalten sich auch
die kolloidalen Metallosungen; wie wir sehen werden, tritt z. B.
bei Gold im allgemeinen das Gelb etwas hervor, entsprechend
der gelben Eigenfarbe.

Rayleighsche 8trahlung von Goldlésungen.

23. Ich beginne nun, die optischen Eigenschaften einer
Suspension winzig kleiner Goldkiigelchen in Wasser zu be-
rechnen, zuniichst die Rayleighsche Strahlung. Ich lege
folgende Zahlen zugrunde, die sich ergeben, wenn man durch
die von Hagen und Rubens?) gemessenen Zahlenwerte eine
moglichst glatte Kurve zieht. Nur den Wert des Reflexions-
vermogens im Violett, der von Hagen und Rubens sicher
zu klein angegeben wird?), habe ich etwas veraundert.

R v.x R v.x
* (H.u.R) (H.u.R) ang. ang.
420 0,293 1,72 0,332 1,70 1,70 —¢.1,70 0,00 —7.3,20 313
450 0,331 1,73 0,338 1,72 1,13—4.1,72 —0,017—%.83,32 336
500 0,470 2,07 0,480 2,02 1,10 —7.3,02 —1,60 —4.249 374
525 — — 0,613 2,23 0,19—17.2,23 —2,45 —4.1,98 393
550 0,740 2,32 0,730 2,45 0,57 —¢.2,45 —3,20 —¢.1,57 412
600 0,844 291 0,850 2,96 0,38 —7.2,96 —4,84 —7.1,26 450
650 0,889 3,58 0,888 3,54 0,41 —<¢.3,54 —6,97 —¢.1,63 487

m m'? i

In dieser Tabelle enthilt die erste Kolumne die Wellen-
lange der betreffenden Farbe im Vakuum, die zwei folgenden
das Reflexions- und das Absorptionsvermégen nach Hagen
und Rubens, die dritte und vierte Kolumne die von mir zur
Berechnung gewihlten Zahlen, m ist der daraus berechnete
komplexe Brechungsexponent des Goldes, bezogen auf das
Vakuum, m'? das Quadrat des komplexen Brechungsexponenten,

1) E. Hagen u. H. Rubens, Ann. d. Phys. 8 p.1 u. 432. 1903.

2) Vgl. E. Hagen u. H. Rubens, 1. c. p. 453,
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bezogen auf Wasser (m'% =m?/m?), endlich 4’ die Wellenlinge
in Wasser.

Ferner will ich im folgenden noch eine praktische Ab-
kiirzung einfithren:

(91) Sor =0
Die Rayleighsche Strahlung berechnet sich dann nach

(87) als:
Fo= 2% yiap

114 11 2
(92) s,

A, = U, »—————
L m'?+ 2w,

1

Die Strahlung fiir unendlich feine Partikelchen ergibt sich,
wenn man u,, v, w; alle drei gleich 1 setzt. Fir Gold be-
kommt man folgende Werte fiir (a,), =(m'2 — 1)/(m’2 4 2):
L= 420 450 500 525

0,579 —%.0,675 0,602 —4.0,666 0,807 —4.1,180 1,330 —5.1,440

1= 550 600 650

1,925 —¢. 1,211 1,880 —4.0,391, 1,545 ~4.0,180
also jedenfalls ganz andere, als man bei unendlich groBer
Leitfahigkeit finden wiirde. Fiir vollkommene Leiter ergibt
namlich die Formel (65): ,
(@) =1
ganz unabhiingig von der Wellenlinge. Allgemein hat fir
Metalle o, die Form:

a, =a/ —i.qa]

und es ist a2 = a/? 4+ ¢}>. Um den Unterschied gegen voll-
kommene Leiter, fir die jq,/?= 1 wire, gerade im Fall der
Strahlung recht deutlich hervortreten zu lassen, will ich auch
noch die Werte |a |2 fiir Gold hinschreiben:

420 450 500 525 550 600 650

0,790 0,805 2,05 384 518 3870 242
Wir konnen uns nun schon ein Bild von dem Energiespektrum
der seitlichen Ausstrahlung von sehr kleinen Teilchen machen,
da sie ja gleich dem Produkt aus Konzentration, Teilchen-
volumen und der GroBe 24 #3.|a,[2/A'4 ist.

Die folgende Tabelle gibt diese GroBe sowohl fiir voll-
kommen leitende Kiigelchen als auch fiir Goldkiigelchen:

Beitrige zur Optik triber Medien. 419
420 450 500 525
3 N
,2;%‘.1 7,16.10%  585.10'  8,81.10%  3,13.10%
2478 | 16 18 16 i
M al 612.10% 471100 TTT.10% 11,95.10
550 600 650
3
2.:,1’— 1 2,69.10'  1,82.10%  1,315.10%
3
241;4” Jalt 18,37.10%  6,70.10% 8,17 .10

Als Langeneinheit bhabe ich hier, was ich auch stets im
folgenden tun werde, das Millimeter gewihlt.

Mit Ausnakme des dupersten Blau und des Violett ist die
Strahlung der Goldkiigelchen stirker als die von vollkommen
leitenden Kugelchen sein wirde.

" Man konnte also vielleicht sagen, daf die Goldatome auf die
Lichtwellen resonieren, und zwar am besten auf griingelb. Man
miifte dann aber annehmen, daB sie in groBeren Teilchen besser
mit dem schwingenden Ather gekoppelt sind, als in kleinen,
weil die Ausstrahlung mit dem Volumen der Teilchen wichst.

'\_l Goldpartikelchen

5 vollkommen leitende
Partikelchen

| SN VU SRS S | —
e P20 12 530 GOU 650

Fig. 11. Ausstrablung einer unendlich feinen Suspension.

Die Fig. 11 stellt die Ausstrahlung kleiner Goldteilchen
und kleiner vollkommen leitender Partikelchen noch einmal
graphisch dar. (Die punktierte Kurve gibt die Ausstrahlung
der letzteren nach Hinzufiigung der ersten magnetischen
Schwingung (vgl. 18.) wieder). Die zuletzt genannte Strahlung
folgt ganz genau dem Rayleighschen Gesetz (proportional 2'#).

Um die Strablung auch fiir grébere Verteilungen zu finden,
muBte ich u,, v,, w, berechnen, die sich aus Reihen nach ¢?
(bzw. 8= m'?. ¢? zusammensetzen. Ich fithrte die Rechnung
fir die in der ersten Kolumne der folgenden Tab. I ver-
zeichneten Werte von «® aus, zugleich berechnete ich a, auch
fir den Fall eines vollkommenen Leiters fiir dieselben o
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Tabelle 1.
Werte des Koeffizienten a, = ay [2 e
ot Vollkommener - Gold
Leiter 190 450 ! 500 " 525 -
0 1,00 i 0,679 —7.0,675 | 0,602 — 7.0,666 0,807 — 2. 1,180 _ 1,330 — 2. 1,440
0,2 1,04 — 7.0,065 0,484 — 7.0,755 i 0,505 — 7.0,748 0,528 — 7. 1,812 | 0,850 — ¢.1,823
0,4 1,04 — ¢.0,188 . 0,843 — 4. 0,750 W 0,368 — ¢.0,757 0,216 — 4.1,211 “ 0,263 — ¢. 1,640
0,6 0,961 —¢.0318 | 0,224 -4.0699 | 0,244 — i.0,706 0,042 — 7.1,029 —0,028 — 4.1,347
0,8 0,881 - .0,410 | 0,145 — 4.0,632 0,156 — . 0,640 —0,047 ~4.0,849 | 0,114 — 4.1,061
1,0 0,638 — 4.0437 | 0,094 —.0,559 | 0,100 — i.0,566 —0,056 — 5.0,715 |  —0,i26 — . 0,855
1,5 0,406 — 4.0,366 | 0,038 — .0,401 | 0,043 — 4. 0,406 —0,044 - 5.0480 | 0,075 — 4. 0,554
2,0 0,265 — 4.0,256 | 0,028 —4.0,297 | 0,031 —7.0,299 ' 0,015 — 7. 0,349 —0,029 — <. 0,395
2,6 0,190 — 4.0,176 | 0,026 —4.0,025 | — | —_ | —
= — ——— o ——— - =
i Gold
ol i —_— e
, 550 ! 600 850
0 1,925 — 5.1,211 1,880 — 4. 0,391 1,545 — 4. 0,180
0,2 1,602 ~ ¢. 2,050 2,190 — 4. 0,977 1,920 — . 0,515
0,4 0,975 — £.2,040 1,750 — 4. 1,874 1,767 — 4. 1,080
0,6 0,057 — 7. 1,719 0,807 — 2. 1,980 1,233 — £. 1,492
0,8 ~0,107 — £.1,306 0,160 — 7,1,612 0,678 — ¢.1,431
1,0 —~0,134 — 4.,1,014 0,095 — 7. 1,240 0,358 — 4. 1,191
1,5 -0,079 — 7.0,627 0,009 — 4. 0,721 0,124 — ¢, 0,718
2,0 —0,022 — 7.0,485 0,082 — 7.0,479 0,096 — <. 0,471
2,5 —_ — —_
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Kubikmillimeter einer Losung von der Konzentration 10—¢
(1 cbmm Gold pro Liter Wasser) ausgeht, und zwar in Promille
der Stiirke des darch einen Quadratmillimeter hindurchgehenden
Lichtbiindels.

Die GroBe #, bekommt man also aus den durch die Ordi~
naten dargestellten Zahlen durch Multiplikation mit 103, Zum
Vergleich habe ich in Fig. 13 die entsprechenden Kurven
(lediglich der Rayleighschen Strahlung) in demselben Mag-
stab auch fiir Kiigelchen eines vollkommenen Leiters gezeichnet.
Die Durchmesser, bei denen das Maximum der Strahlung
erreicht wird, sind hier den Wellenléingen 2’ proportional, und

zwar ist:
2 omax, = 0,324. 1.

Die Maxima nehmen mit wachsender Wellenlinge wie 1/4’ ab,

Die Ausstrahlung der Goldteilchen ist, abgesehen von
Blau und Violett, durchweg bedeutend groBer als die der voll-
kommen leitenden Teilchen. Ks ist, wie schon oben gesagt
wurde, als ob zu der ,Resonanz¢ der Teilchen moch die Reso-
nanz der Goldatome im Gelb hinzukime. Am hochsten geht

ez 0

i

I
1
[

W 00 60 o 00 120 70 750 70

Fig. 13. ,,Optische Resonanz“ von vollkommen leitenden Kiigelchen.

die Kurve fiir 600 uu (also Orangegelb) hinauf. Die Durch-
messer der stiarkst strahlenden Teilchen sind:

420 450 500 525 550 600 650
2 0ppae. 105 111 110 100 96 113 181
v 113 336 374 393 412 450 487
20.
¢ l,M“' 0,336 0331 0294 0255 0283 0252 0269

Also 2 gy liegt im allgemeinen zwischen A'[4 und ¥'/8.
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Aus den Kurven Fig. 12 kann man leicht die Energie-
spektra der Ausstrahlungen bei bestimmten TeilchengroBen
gewinnen. Man kann aus den Kurven folgende Zahlen ent.
nehmen: '

20 420 450 500 525 550 600 650
20 0262 0,199 0,388 0546 0,637 0,299 0139
40 210 1,60 2,72 4,62 5,90 2,92 1,35
60 6,2 5,0 8,0 13,7 19,7 12,3 5,9
80 10,4 9,1 14,1 22,9 37,8 33,0 14,7
100 13,2 12,0 17,2 27,1 423 55,5 29,0
120 125 12,0 17,1 25,0 36,0 57,5 45,0
140 10,0 10,5 15,0 20,8 27,9 445 46,2
160 7,9 8,5 12,4 17,1 225 33,3 36,8
180 6,3 7,2 10,4 18,8 11,1 25,0 28,0

Mit diesen Zahlen sind die Kurven in Fig. 14 konstruiert.
Man sieht aus ihnen:

Kleine kugelformige Goldpartikelchen miissen im Ultramikro-
skop gelbgrin aussehen. Je grofer sie werden, um so mehr ver-
andert sich ithre Farbe zn 50
Gelb und zu Rotgelb. Bei
konstant gehaltener Kon-

' T
| t

zentration  strahlen am
stirksten Lisungen, deren
Teilchendurchmesser  zwi-
schen 100 und 140 py liegt,
thre Partikelchen senden
hauptsichlich orangefar-
benes  Licht aus. Die
stdrkststrahienden Lisun-
gen sind deswegen im auf-
fallenden Licht braun.
DaB diese Farben-
erscheinungen durch das
spezielle optische Ver- Fig. 14. Ausstrahlung kolloidaler
halten des Goldes be- Goldlssungen.
dingt sind, sieht man,
wenn man sich aus den ,,Resonanzkurven* vollkommen leitender
Kiigelchen die entsprechenden Strahlungskurven konstruiert. Ich
habe das in Fig. 15 fir die TeilchengriBen 2 o = 100, 120, 140,
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160, 180 up getan. Es sind das also alles schon recht grobe
Tritbungen. Wahrend bei 29 = 100 die Kurve noch recht
stark gegen Violett ansteigt, flacht sie sich mit wachsender
Teilchendicke immer mehr ab und zeigt ein ganz schwaches
Maximum, das bei 180 uu schon bei einer Wellenlinge, die
groBer als 650 uu ist, liegt. Das ausgestrahlte Licht ist also
bei Teilchen, die grioBer

3

— als 100 pp sind, in der
B e Tat ziemlich weif, mit
M -] TSR e einem schwachen Farben-
4 P "_'_ T \.,:\74:1 ton, der je nach der
I s —“p=z12  GroBe der Teilchen blau,
=" 2|  griin, gelb, rot sein kann.
Bei 180 pyp miite aller-

¥00 %50 500 50 (227 650

dings nach Fig.15 Orange
ziemlich deutlich sein;
indessen liegt das nur
daran, daB wiry uns hier auf die Rayleighsche Strahlung
beschrankt haben. Wiirde man auch die folgenden Partial-
wellen beriicksichtigen, so wiirden, wie eine leichte Uberschlags-
rechnung lehrt, alle Kurven und besonders die letzte noch
weiter verflacht. ,

" Ganz ahnliche Farben, wie bei den fingierten vollkommen
leitenden Teilchen, wird man auch bei farblosen Partikelchen
bekommen. Man wird aus den von mir benutzten Formeln
z. B. leicht die Erscheinungen des farbigen Dampfstrahles be-
rechnen konnen und wird da #hnliche Kurven hekommen, wie
in Fig. 15 nur bei anderen TeilchengriBen. :

Fig. 15. Ausstrablung von groben, voll-
kommen leitenden Kiigelchen.

Polarisation des diffus zerstreuten Lichtes von Goldlssungen.

24. Wir gehen nun weiter iiber zur Berechnung der
Koeffizienten @, und p,. Wir fithren auch hier zur Bequem-
lichkeit nene Bezeichnungen ein:

g P

(93) =" P T
Aus (62), (78), (74) folgt:

o? m'i— p o -1
O m=loriisg BT g
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und fiir kleine Werte von o«:

,_ o« m'?—1 a?
(90) ﬂzz—lé‘-my pl=§6—-(1-—-m72).
Hier sind #, v, w; die schon bei der Berechnung von a,
benutzten Funktionen von «?; w,, v,, w, sind aus den For-
meln (57) und (27) bis (30) zu entnehmen.

Aus den in Tab. II u. IIT (p. 426) verzeichneten Werten
von a, und p, ersieht man, daf die zweite elektrische und die
erste magnetische Partialwelle erst bei sehr grober Verteilung
gegen die Rayleighsche Strahlung aufkommen kénnen. Am
starksten treten sie ungefihr bei 550 pu hervor. Berechnet
man nach (32) fir 550 yp das Verhiltnis J /J, fir die senk-
recht zum durchgehenden Strahl austretende Strahlung:

06) - ot pl et
so ergibt sich: ! !
o? klein 1 2
Il Iy 0,016 . c* 0,059 0,642
29 — 131 uu 185,3 uu

Mit Hilfe dieser Zahlen ist die eine Kurve Fig. 16 konstruiert.
Man kann nun auch, wie es gewohnlich geschieht, den Gehalt
der Strahlung an polari-

. - . 1

siertem Licht in Prozenten ! N
angeben, er ist:

7 24 A
= hz | \]7\

N

T Jit dy : i
In unserem Beispiel ist: I 1 \
«? 1 2
P 0,885 0,22 2
29 131 pu 185,3 pu /
Die GroBe P wird durch |
die zweite Kurve in Fig. 16 Z3
dargestellt. Ul N
Wenn die Strakluny einer 020 50 o a0 125 7an it /éqz/?U,,
kolloidalen Goldlosung unter Fig. 16. Polarisation des unter 90° aus-b

99° zum. hindurchgehenden gestrahlten Lichtes von 550 uu Wellen-
linge. :

Strakl nicht vollstindig po-

larisiert ist, so folgt. daraus, daf3 die Lisung Teilchen enthilt,

deren Durchmesser weit iiber 100 pyy liegen. Bei einer Teilchen-

yrifie von 130 pp betrigt die Polarisation noch ungefiihr 90 Proz.
Annalen der Physik. . IV. Folge. 25. 28
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) 100 pp dick sind,
deren Teilchen uberlb und rot strahlen.
N er PR e -
Die Losungeél_: die hauptsachhcg % sie stets blau-durch
e die, n, da
sind nun ger'alﬁ folgenden noch sehen, hlen Licht
I Wir werde(’; ! Goldlosungen  strahle wenig
ISR iz sind. en hl nur
o= 8 | ichtig sin . von blau . n Stra
o - | sich j%ur die Teilchen den durchgehende
FG: 2 il 0 gegen u-
[ B e o o o ! das unter 90 g9 . Vorbehalt ausz
& — ££2%% | aus, ; it einem iger Teilchen
LS R istert ist. ings mi ormiger Te .
=) 2 & T T) % 5 1’)01&7'152(57‘ Satz ist allerdlng hme kugelform 8 n, die
L & ' : 2} na 5 ngen,
o o = = 1 S Sy o Dieser der An blaue Liosu
22 e SoSs o a er unter 1Is auch strahlen.
S 2 &8 2 w» > o o ¢ hen, da : jedenfalls : Licht aus
& + %, ey I=JR - o rec ’ bt je isiertes Li o en
R A A =8 % SPreciien, t. Es g andig polarisie Losung
S S 2 3 g g2 leitet ist. . lstindig p ine roten .
s s - i ® bgele volls keine . t
££8s =i unter 90° 5o gut, wie ohl sagen, daf es k olarisiertes Lich
2383 — 2 32 2 ul;) sicher kann man w ter 90° vollstindig f{esultat liefern?),
— T S 5 8 -~ Aber . icht un A deres o en
- i I8 < o die nic ein ande n Losung
2L L | L = ben kann, htungen : ewandte k
2% 3 | S A ge Beobac it, daB die ang ber star
s 2 2 . o 5 o Wenn c e heit, da hlende, a
o T B £ 8L eben. t Sicherheit, h stra . ark
+ t 1’ g = § & . fo f‘olgﬁ daraus mldaB sie viele schw.ﬁis ism#Big wenige, st
g o k) e ® e N n waren, ' d verhiltn
2 = © o o mhomo'ge de Rotteilchen un ie Polari-
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berechnen. Ferner beschrinken wir uns wie immer auf die
ersten Glieder. KEs ergibt sich:
{ 3= ]al — (0, — b,). cos 71

Ju=lo,.co8y —a,.co82y + p |2
Hier sind q,, 0,, p, die GroBen, deren Werte aus den Tabb. I,
II, III zu entnehmen sind. Durch graphische Interpolation
findet man aus diesen Tabellen:

(97

29 =160 pu 180 yu

a =— 0,08 —17.0,63 -0,03 — 2.0,47
g = 0,15 —17.0,22 0,12 — 7.0,30
Py = 0,09 +7.0,03 0,09 + ¢.0,03
) fiir 4 = 550 .

Setzt man dies in (97) ein, so gibt §,+S, die Gesamtstrahlung
in ihrer Abhangigkeit vom Winkel y, §, — S, den Uber-
schuB des polarisierten Lichtes iiber das unpolarisierte, P =
(S, — 3/ + 3 st der prozentuale Gehalt an polarisiertem
Licht. Da es uns nur auf relative Werte ankommt, habe ich
die einzelnen Werte § durch (I, + ) dividiert; d. h. ich
habe alles auf %lie unter y = 90° stattfindende Strahlung als
Einheit bezogen. Die berechneten Zahlen sind:
29 = 160 pu.

0° 20° 40° 60° 80° 90°
Gesamte
Strablung } 0,64 0,67 0,75 0,88 0,97 1,00
Polarisiert 0 0,02 0,06 0,18 0,44 0,62
P 0 0,03 0,09 0,21 0,46 0,62
100° 120° 140° 160° 180°
Gesamte = .
Strahlung} 1,06 1,35 2,01 2,76 3,17
Polarisiert 0,80 . 0,97 0,72 0,29 0
P 0,76 0,72 0,36 0,10 0
2¢ = 180 uu.
0° 200 400 80° 80° 90°
Gesamte .
Strahlung } 0,12 0,17 0,31 0,68 0,95 1,00
Polarisiert 0 -0,02 -0,10 -0,15 40,06 0,31
P 0 —~0,11 ~0,27 —0,22 +0,06 0,31
100° 120° 140° 160° 180°
(resamte .
Strahlung } 1,04 1,33 2,16 3,30 3,85
Polarisiert 0,62 1,10 0,65 0,35 0
P 0,60 0,82 0,30 0,10 0
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In beiden Fillen ist das Maximum der Polarisation also
von 90° nach der Seite des wachsenden y verschoben, und
zwar im einen Fall (29 = 160 pp) etwa nach y = 1109, im
anderen Fall (180 pu) nach y = 120% DaB gerade diese
Winkel herauskommen, liegt wahrscheinlich an der speziellen

Fig. 17. Strahlungsdiagramm ecines unendlich kleinen Goldkiigelchens.

720°

79

o
1200

Iig. 18. Strablungsdiagramm eines Goldkiigelchens von 160 yu Durchm.

Fig. 19. Strahlungsdiagramm eines Goldkiigelchens von 180 yu Durchm.

optischen Natur des Goldes, da fiir andere Metalle experi-
mentell meistens kleinere Winkel gefunden worden sind. Das
negative Vorzeichen vor einigen Zablen im Falle 2 ¢ = 180 up
bedeutet, daB hier ein UberschuB von polarisiertem Licht vor-
handen ist, das senkrecht zur Rayleighschen Strahlung schwingt.
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Das Auffilligste an den gefundenen Zahlen ist aber die groBe
Verinderlichkeit der Werte mit dem Strahlungswinkel. Es
iiberwiegt bei den groBen Teilchen ganz auBerordentlich stark
die Ausstrahlung nach der Seite hin, nach welcher der durch
die Losung gehende Lichtstrahl hingeht. Ich habe diese Ver-
haltnisse durch einige Strahlungsdiagramme anschaulich zu
machen versucht, indem ich die Intensitat der Strahlung als
Léange auf die von dem Teilchen ausgehenden Radienvektoren
abtrug. Die #uBeren Kurven in den Figg. 17—20 schneiden

720°

1207

Fig. 20. Strahlungsdiagramm eines fingierten vollkommen leitenden,
unendlich kleinen Kiigelehens.

von den Radien Stiicke ab, die der Intensitit der gesamten
Strahlung proportional sind, die inneren Kurven geben ebenso
die unpolarisierte Strahlung, das Zwischenstiick des Radius-
vektors ist also der polarisierten Strahlung proportional.

Zusammenfassend konnen wir sagen:

Ist das Polarisationsmaximum des seitlich zerstreuten Lichtes
einer truben Liosung von 90° nach der Seite der wachsenden y
verschoben, so ist das ein sicheres Zeichen, daff die Lisung sehr
grobe Teilchen enthilt. Zugleich muf dann die seitliche Straklung
nach der Seite hin, nach welcher der sie erregende Lichtstrahi
gekt (y > 90°) ganz auflerordentlich viel intensiver sein, als nach
der anderen Seite (y < 90°).

Ich habe zum Vergleich noch das Strahlungsdiagramm
fir sehr feine Teilchen, und auch das fiir sehr feine Teilchen
eines fingierten vollkommenen Leiters konstruiert (Figg. 17, 20).
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Sieht man das letztere an, so bemerkt man, daB die Intensitits-
verhiltnisse gerade die umgekehrten sind, wie bei den groben
Goldteilchen. Sollte also noch irgend ein Zweifel moglich sein,

700%
0% / \
60%
50% ) 7 \\
20% AN
/ /

o 0% 40° 60° 80°\700° 720° 750° 60° 780°
g0°

Fig. 21. Polarisation des diffus zerstreuten Lichtes bei unendlich
feinen Teilchen.

60% \
/ N

20°% 4 A
L

o° 200 10° o §o° ) W00° 720° T40° 160° 180°
90°

Fig. 22. Polarisation des diffus zerstreuten Lichtes bei der Teilchen-
groBe 160 up.
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. 0 ;
Fig. 23. Polarisation des diffus zerstreuten Lichtes bei der Teilchen-
groBle 180 uu.

daB die hier gebrachte KErklirung der von Herrn F. Ehren-
haftt) und Herrn E. Miller2) beobachteten Polarisations-
erscheinungen richtig ist, so konnte man die Frage durch Ver-

1) F. Ehrenhaft, Aon. d. Phys. 11. p. 489. 1903.
2) E. Miiller, Ann. d. Phys. 24. p. 1. 1907.
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gleichung der unter verschiedenen Winkeln ausgestrahlten In-
tensititen wahrscheinlich schon mit bloBem Auge sehr leicht

entscheiden,
700 %

0%
60%

40%) \
20%, / \

0° 20° 49° 60° &a°l700° 720° 740° 760° 180°
90°

Fig. 24. Polarisation des diffus zerstreuten Lichtes von fingierten voll-
kommen leitenden, unendlich feinen Teilchen.

Die Kurven der GroBe P (Fig. 21—24) bediirfen keiner
weiteren Erliuterung.

Die Absorption triiber Medien.

26. Um die Absorption zu berechnen, werden wir unter-
suchep, wieviel Energie ein Teilchen verzehren wiirde, wenn
es allein vorhanden wire. Den Absorptionskoeffizienten der
Lésung bekommt man daraus durch Multiplikation mit der
Zahl der Teilchen im Kubikmillimeter.

Wir denken uns um das Zentrum des Kiigelchens eine
Kugelfliche vom Radius 7 geschlagen, und zwar sei = 97 %
eine sehr groBe Zahl. Die Stromdichte des Energiestromes
durch diese Kugeloberfliche nach auBen ist in jedem Moment:

€s.9p — €y D5
Wir miissen nun diesen momentanen Energiestrom iiber die
Dauer einer Sekunde integrieren, um die Intensitit des Lichtes
zu bekommen. Es ist aber nach (2):

@zg:m[Eﬂ.e?nint]’ @1’=3{[I[0.e?nint} usw.
R [] gleich: ,reeller Teil von“. Setzt man dies ein, so be-
kommt man das gesuchte Zeitintegral:

t=1

f(@,,.gw — G, D0). de = }[(Es. Hy) — (B, . Hy)].

t=0

Es soll hier durch die runden Klammern angedeutet

werden, daB das ,skalare Produkt“ der beiden komplexen
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Faktoren zu bilden ist, d. h. das Produkt der beiden absoluten
Betriage mit dem Kosinus der Phasendifferenz. Ist:

Ly = Eg 4 i.Ef, H,=H,+i. 1,
wo Eg, £; usw. reelle GroBen bedeuten sollen, so ist:
(bs.Hy) = Eg. H, + Ej. H.

Da fir die skalare Multiplikation zweier GréBen genau
dieselben Regeln gelten, wie fiir die gewdhnliche Multiplikation,
so wollen wir im folgenden die runden Klammern einfach weg-
lassen. -Wo zwei komplexe Grofen Z und A miteinander multi-
pliziert werden, soll im folgenden stets das skalare Produkt
gemeint sein. Wir konnen nach (4) die komplexen GroBen H,
und H, ersetzen durch i.Mz und i.M,. Die Intensitit der
normalen Komponente des durch die Kugeloberfiiche hindurch-
tretenden Lichtes ist dann bis auf einen Zahlenfaktor:

Ey.iM,— E,.iMy.

Dieser Zahlenfaktor ist so gewihlt, daB die Intensitit des
durch die Losung hindurchgehenden Strahles gleich 1 ist. Wir
haben fir £5, M, usw. aus (51) und (52) die Werte Ey + E,,,
M, + M,, usw. einzusetzen. Ks zerfillt dann das Integral .
iiber die Kugelflache, das die gesamte Lichtmenge darstellt,
die durch die Kugelfliche nach auBen gekt, in drei Teile:

7 2x

x:ff(Eg.iqu_ LMt sind.d S . d g,

0 0

x 2x

1 = f (B o iMy+ EyiMy, — B, i My— E,.i My )r2sin & d3 dep,

h 0

27

I = f.f(lc,h.iﬂ-w- Bpo.iMy 2. sind.dd . dg.
0

" Teil I enthilt den Energiestrom des durchgehenden Licht-
strahles, wenn er durch das Partikelchen gar nicht beeinfluft
wiirde, es ist von vornherein klar, daB sich fir I Null ergeben
mufl; Teil IIl ist eine positive GroBe, namlich der Gesamt-
hetrag der seitlich ausgestrahlten Energie, er gibt also auch
den Teil des Absorptionskoeffizienten, der auf Rechnung der
diffusen Strahlung zu setzen ist. Teil II ist negativ, namlich
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der ganze Energieverlust des durchgehenden Strahles, er gibt
also den ganzen Absorptionskoeffizienten, der sowohl durch die
diffuse Strahlung als auch durch die wirkliche Absorption
strahlender Energie im Partikelchen bedingt ist.

_ Da wir angenommen haben, daB z = 2w r/2 unendlich
groB gegen 1 ist, so konnen wir nach (29a) und (19) setzen:

I, (z) = sin (z,”;), I/ (z) = cos (z~3571);

&

K (—2)=e—iv

Y K'(—2)=—1i.e"1=,

Fithren wir ferner voriibergehend die folgenden Abkiirzungen ein:

d, = 217’: 'li?‘(‘;:-ll\ =t cos (‘r - “21)’
B, =-—%-72T](’”+T11)-i”-sin (l“l/?ﬂ);
D= =gy e

so ergibt sich fiir die Faktoren der zu berechnenden skalaren
Produkte:

. B °°.4V+0781> ZB+1) 1 G,
ot Bpo = Dpl TR

1

oo (=]
A+0 1 or, By+D R,
+E¢a—2» T sing a(p ‘}‘2 ” ey
1 1
(=]

1

_ o B,+C, 0P,  N14,+D, 1 3%
-+ = E_- LA Ey—r” R R
v (M, + M,,) P WY / r sing dg

1 1

. ' 2 B,+0C, 1 2 4,+0, 8%,
- l'(Mﬂ + ]”0‘?) = ,,,,v._;_ ’ sin & an' + i?q:‘f ’

Die Lichtintensitat selber: berechnet ‘sich nun:
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(B + Epa) i(My + Mya) — (B + Bpa). (M + Mya)
A4, + CYBu + C) (aP 9Py 1 0P, BPM)

o0
=Z§ = 59 99 T snd'dg oo
1 1
Y N (4, + ) (A + D)+ (B, + C) (Bu + D) 1
—22’” r? " sin 9
1

P G d¢ 04

] N B, + D) .(du+ D) (3%, ey LS 0%,
+ [ T I | sin*d dg d¢

(58 3P 28

39

Wir kénnen nun die Integration tiber die Kugeloberfiiche
ausfithren. Es ist:

27 @ 27 7
f[gP Qfg sind.d.dg = _ffp [sing. 50 ) d.dyg
i

27 21' T

3 fap 8Pu d¥.de _ J_p Py d¥.dg

/ o "8’1;; "sing v i sind

0 O -
Mit Benutzung der Gleichung (11) ergibt sich:

In &

/“ G5, 0l y L 0L 0T g .dp.dy
08 09 sin?d d¢ d¢

T 27 =

—p ) [P P, .sin&d®.dg.
/I

Also nach (46):

=O7 '”:{r—‘tu
v (v 4 1)?
=2ﬂ‘>y+1)! v=Uu.

-Ganz dasselbe bekommt man, wenn man fir P, P, sub-
stituiert R, B,. Endlich ist:

23 =

0P, 6513;4_6'{’!,'(_3_’;4) . d
f/(ﬁ? og " og d9 A dy

b0
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Der ans der Kugeloberfliche heraustretende Energies.trom
ist demnach:

20 27 (U, C)-(B,4 C) + (4,4 D). (B,+ 1)) 750+ I

Dieser Ausdruck zerfillt nun in die oben besprochenen
drei Teile:

00

I = 4”'2(A’,-_B’)), 1’2(1/_+L)2= O’

- 2y + 1

=2 >4, + B).(C,+D). " 0 0
T v+ 1

oo

= 52(— ])V—l. (ie‘iz X (ar — p’) e-i:c)

- 2 3 Syt - )

1

Il =27. > (C 2y M+ 1707 wv "+ Py
Ist die Zahl der Teilchen im Kubikmillimeter &, so gibt
IT als Absorptionskoeffizienten der Losung pro Millimeter:

(98) k=N. ;—':;-Sm (Z:F 1y.(a, - Pv))~
v 1

Der Verlust durch Strahlung allein betrigt pro Milli-
meter nach III:

o0

(99) =N 2’ 2l
27 2y 4+ 1

Das Symbol Jm () in (98) bedeutet, das von der ein-
geklammerten komplexen Zahl der imaginire Teil zu nehmen
ist. Die senkrechten Striche in (99) bedeuten, daB von der
zwischen ihnen stehenden GrioBe der absolute Betrag zu
-bilden ist.
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Absorption kolloidaler Goldlgsungen.

27. Fir die kolloidalen Lésungen kénnen wir uns auf
die Koeffizienten a,, a,, p, beschréinken. Wir wollen ferner,
wie oben, die drei Groflen

M= B= g M= ga
einfithren. Da weiter die Konzentration der Liosung ist:
3 3 73

c=N.7, r="22C 00

so ergibt sich:
k =C.K,

(100) K= —627,3.?5111(~ a, — a, + p,).
Die GroBe X #ndert sich bei sehr kleinen Teilchendurch-
messern nur langsam, wenn die Teilchen grofler werden.

Bei sehr feiner Verteilung des Metalles in der Lisung ist
die Farbe unabhangig von der Teilchengrofie, der Absorptions-
koeffizient ist der Konzentration der Lisung einfach proportional.

Dieser Satz kann natirlich nur bis zu einer gewissen
unteren Grenze in der Kleinheit der Teilchen Giiltigkeit haben,
da die Goldatome sich sicher optisch anders verhalten als
kleine Goldkiigelchen. Xs wire daher wahrscheinlich sehr
interessant, die Absorption der Ldsungen mit allerkleinsten
amikroskopischen Teilchen zu untersuchen und gewissermafen
optisch den Vorgang zu verfolgen, wie sich die Goldteilchen
aus den Atomen aufbauen.

Werden die Goldteilchen groBer als etwa 10 pu, so gilt
der Satz nicht mehr. Ich habe aus den Tabellen I, II, III die
Werte a,, a,, p, genommen und mit ihnen fiir jede Farbe die
Kurve konstruiert, die die Abhingigkeit der Absorption vom
Teilchendurchmesser darstellt (ahnlich den Strahlungskurven in
Fig.12). Aus diesem Diagramm habe ich dann die Absorptions-
koeffizienten fur die in der folgenden Tabelle aufgefiihrten
Teilchendurchmesser abgelesen. Die Zahlen sind in ganz der-
selben Einheit angegeben, wie oben (p. 421) die ausgestrahlte
Knergie. Sie bedeuten also den Lichtverlust auf dem Wege
1 mm durch eine Losung von der Konzentration 107¢ (1 chmm
Gold in 1 Liter Wasser), und zwar in Promille. Die Grofle A
bekommt man also aus ihnen durch Multiplikation mit 10%



438 G. Mie.

Absorption kolloidaler Goldlésungen.

2¢ 420 | 450 | 500 | 525 | 550 | 600 | 650

T i 7 ] : =
0 405 | 87,4 | 596 690 | 555 | 164 7,0
20 up 427 | 388 | 622 | 166 : 61,6 | 185 80
40 ., . 465 42,0 | 66,0 88,5 | 71,7 250 @ 11,8
60, © 488 | 454 @ 67,4 884 961 | 37,3 | 164
80, | 465 | 448 . 625 810 = 970 | 650 = 27,1
100 ,, 410 | 41,0 | 52,2 66,3 822 | 850 | 445
120, ' 346 | 348 428 51,2 6L0 | 1,5 . 587
140 ,, 294 | 29,7 | 359 41,9 = 4868 57,0 56,1
160, | 25,7 261 | 308 - 360 41,2 | 451 | 458
180 ,, 240 | 24,8 280 . 330 | 37,0 | 87,7 ' 365

Diese Zahlenreihen sind in Fig. 25 graphisch wiedergegeben
als die Absorptionsspektren bei verschiedenen Teilchengrdfen.
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Fig. 25. Absorption kolloidaler Goldlésungen.
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Man sieht bei feinen Verteilungen das bekannte steile
Absorptionsmaximum der rubinroten Goldlésungen im Griin
bei ca. 525 pp Wellenlinge. Nimmt die Teilchengrofe zu, so
wichst bei konstanter Konzentration zunichst im ganzen
Spektrum die Absorption, die Farbe #ndert sich wenig, be-
kommt aber allmihlich einen Stich ins bliuliche, indem das
Maximum etwas nach rechts hin riickt. Kine starke Ver-
anderung findet erst statt, wenn der Teilchendurchmesser
ca. 100 up wird. Bei dieser TeilchengroBe ist die Losung
violett. Bei 120 und 140 sehen wir schon die charakteristischen
Spektra von tiefblauen Goldlosungen, bei 160 das einer indigo-
blauen, bei 180 das einer griinlichblauen. Man bekommt also
in der Tat bei verinderter Teilchengriofe alle an den kolloi-
dalen Goldlosungen beobachteten Farben.

28. Is ist von vornherein klar, daB die Farbe der Gold-
losungen in erster Linie auf der eigentlichen Absorption des
Lichtes in den Goldteilchen selber beruht. Mit vollkommen
leitenden Teilchen wiirde man sie niemals beobachten. Hier
wiirde der Lichtverlust ganz allein auf der seitlichen Licht-
zerstrenung beruhen und die Absorptionskurven wiirden des-
wegen identisch sein mit den frither gezeichneten Strahlungs-
kurven Fig. 15 (wenn man noch die den nichst hoheren
Partialwellen, also den Koeffizienten p,, a,, p, entsprechenden
Verluste hinzufiigte) Diese Kurven sehen durchaus anders
aus, wie die Absorptionskurven der Goldljsungen, sie wiirden
stets nur ganz matte Farben darstellen, und bei unendlich
feiner Verteilung ware die Absorption iiberhaupt Null

Indessen bestimmt bei groBeren Teilchendurchmessern der
Lichtverlust durch seitliche Ausstrahlung doch auch die
Farbe der Goldlosungen mit. Die blauen Lodsungen sind zu-
gleich die, die eine starke rotgelbe Ausstrahlung zeigen. Es
ist jedenfalls von Interesse, die beiden Summanden des Ab-
sorptionskoeffizienten auch einzeln zu berechnen. Fir die
praktische Rechnung ergibt sich aus (99) die Formel:

( ¥ =C.K,

(101) : K'=‘4'3'~w3-(‘01i2+ LELE S

w oW
p=1
5]
(5]
S—

2 B .
| =27, (‘n,:2+ LR nﬁ)-
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Bis etwa 29 = 100 up ist K’ identisch mit der in 23.
berechneten GroBe 7, (Fig. 14). Bei groBeren Teilchendurch-
messern treten noch die Koeffizienten p, und a, hervor, obwoh!
die Rayleighsche Strahlung bis 180 pp doch noch immer iiber-
wiegt. Ich habe fir die groberen Teilchen die GroBen p; und
a; durch graphische Interpolation aus den Tabb. II und III
gewonnen, und K’ fiir dieselben TeilchengriBen berechnet, fiir
die wir X schon kennen. Es ist dann

(102) K'"=K-— K
das Ma8 fiir den in den Teilchen selbst verloren gehenden
Bruchteil des Lichtes. In der folgenden Tabelle sind die so

berechneten Werte von X, wieder abgesehen vom Faktor 108,
aufgefiihrt.

Koeffizienten der reinen Absorption.

2o | 420 | 450 |

0 | 405 | 874 7,0
20 pu 424 | 386 | 61,0 7,9
40 ,, 444 404 1,8 9,9
60, | 426 | 404 16,4 10,5
80, . 359 856 i 59,2 12,4
100, 4 27,4 | 287 | 849 @ 390 = 3938 25,5
120, | 21,1 | 220 | 252 @ 256 245 13,6
140, | 17,2 | 18,0 | 20,1 | 19,9 19,1 9,6
160, | 140 | 148 | 164 16,1 | 152 8,1
180, | 1L,9 | 129 | 141 | 143 133 88 . 65

Diese Zahlenreihen sind in den Kurven der Fig. 26 gra-
phisch dargestellt. Diese Kurven der reinen Absorption haben
ihr Maximum stets im Griin zwischen A = 525 und J — 550.
Vergleicht man Fig. 26 mit Fig. 14, so ist immerhin ein ge-
wisser Parallelismus zwischen Absorption und Ausstrahlung
nicht zu verkennen. So steigt bei kleinen TeilchengroBen, wo
die Ausstrablung ihr Maximum noch im Griingelb hat, die
Ausstrahlung mit zunehmender TeilchengriBe sehr schnell, die
Absorption zeigt zugleich ein schwaches Anwachsen. Spiter
geht, wihrend das Maximum der Ausstrahlung nach rechts
riickt, auch ‘das Maximum der reinen Absorption ein wenig
nach rechts, obwohl es stets im Griin bleibt. Aber zu diesen
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verhaltnismaBig geringfigigen Anderungen kommt eine andere,
die offenbar nicht von der speziellen Natur des Goldes ab-
hangt, und die schlieBlich alles andere iiberwiegt: Je grober
die Teilchen werden, je niedriger und flacher verlaufen die
Kurven. Das ist auch von vornherein klar; denn wenn die
Teilchen einigermaBen dick sind, so sind sie schlieBlich fir
alle Farben undurchsichtig, und je dicker sie werden, um so
kleiner wird die Summe der schattenwerfenden Querschnitte.
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Fig. 26. ,,Reine Absorption® in kolloidalen Goldlgsungen.

Wiirde man die Wirkung der Beugung ganz auBer acht lassen,
also nur den geometrischen Schatten rechnen, so wire der
Absorptionskoeffizient %, = N.q, wo bei der Konzentration 10~5:

. 10—¢ 2
2\’ = — =aT.0",
47 s 7
3 A
also:
3 —6
ky=N.qg = Te 10

Annalen der Physik. IV. Folge. 25. 29
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So wiirde sich fiir 2 ¢ = 180 berechnen: k) = 8,3 Promille,
fir 20 = 160: %, = 9,4 Promille. Ich habe diese beiden
Werte %, ebenfalls in den Figg. 25, 26 eingetragen, als gerade
Linien natiirlich, weil %, von der Farbe nicht abhingt. Man
sieht, daB die Beugung bewirkt, daB die Absorption betricht-
lich viel groBer wird. Ferner wird im Gelb und Rot bei weitem
der groBte Teil des Lichtes von den Teilchen durch Reflexion
entfernt, wihrend in der linken Hilfte des Spektrums ungefihr
die Halfte des verloren gehenden Lichtes in den Teilchen ab-
sorbiert wird. ]

Die Farben der kolloidalen Goldlisungen erkliren sich durch
das Zusammenwirken zweier Figenschaften der Goldteilchen. Die
Goldteilchen haben néimlich ein recht scharfes Maximum des Ab-
sorptionsvermigens im Griin, und zweitens ein Mazimum des
Reflexionsvermigens im Rotgelb. Sehr kicine Teilchen reflektieren
schwach und absorbieren stark, sie machen die Lisung daher
rubinrot. Grobe Teilchen reflekticren stark, zugleich wird die
Kurve der reinen Absorption fir sie niedriger und flacher, sie
machen die Losung deswegen blau. Fir die Farbe der aller-
grobsten Losungen ist allein die LBigenschaft des Goldes, den rot-
gelben Teil des Spekirums stark zu reflektieren, ausschlaggebend,
dadurch kommt ihre weniger satte blaugriine Farbe zustande.

Dieser Satz ist freilich nur unter der Annahme kugel-
formiger Partikelchen bewiesen. Aber auch fir blittchen- und
stabchenformige Partikeln wird man in analoger Weise zwischen
dem Absorptionsvermégen und dem Reflexionsvermogen der
Teilchen unterscheiden miissen.

Die Vergleichung der in dieser Arbeit enthaltenen theo-
retischen Ergebnisse mit den Messungsresultaten behalte ich
mir bis nach dem Erscheinen der Arbeit des Hrn. Steubing
vor. Es sei aber schon hier ausgesprochen, daB aus diesen
Messungen hervorzugehen scheint, daB in der Tat die bekannten
optischen Eigenschaften des Goldes auch fir die ultramikro-
skopischen Teilchen erhalten bleiben und zur Erklirung der
optischen Eigenschaften der kolloidalen Lésungen vollig hin-
reichen, daB aber andererseits die Theorie doch noch einer
Erginzung bedarf, um alles zu erklaren, und zwar wahr-
scheinlich, indem man sie weiter auch fir ellipsoidische
Teilchen (Blittchen oder Stibchen) entwickelt.
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Resultate.

1. Das Problem, die optischen Eigenschaften triiber Medien
zu berechnen, ist unter zwei vereinfachenden Annahmen ge-
lost: erstens, daB die Teilchen als kugelfsrmig angesehen
werden diirfen, zweitens, daB die Tritbung optisch unendlich
dinn ist. Die zweite Annahme ist bei den gewdhnlichen
kolloidalen Losungen sicher zatreffend.

2. Das von den kleinen Teilchen ausgestrahlte Licht 118t
sich als eine Reihe von ,Partialwellen berechnen, und zwar
gibt es zwei Gruppen von Partialwellen, die den elektrischen
und den magnetischen Schwingungen der Teilchen entsprechen.
Von diesen Partialwellen braucht auch bei noch so groBen
Teilchen nur eine endliche Zahl beriicksichtigt zu werden, und
zwar geht mit der »“» elektrischen die (v — 1)* magnetische
Schwingung parallel.

Bei den kolloidalen Losungen mit sehr feinen Teilchen
hat nur die erste elektrische Schwingung, der die »Ray-
leighsche Strahlung entspricht, einen merklichen Betrag.
Bei groberen kolloidalen Losungen tritt noch die zweite elek-
trische und die erste magnetische Schwingung hinzu.

3. Die Annabme einer volikommenen Leitfahigkeit der
Kugeln, die zu ganz unzulissigen Vereinfachungen der Formeln
Veranlassung gibt, fithrt zu einem anderen Resultat, nimlich
daB die »* magnetische Schwingung mit der »t® elektrischen
parallel geht. Es miifite danach auch bei feinsten Tritbungen
auBer der Rayleighschen Strahlung noch die erste magne-
tische Schwingung bemerkbar sein, und es wiirde sich dann
der Thomsonsche Satz von dem Polarisationsmaximum bei
120° ergeben. Da die Voraussetzung falsch ist, kann man
natiirlich auch das Resultat nicht empirisch bestitigt finden,

4. LaBt man durch die triibe Losung einen unpolarisierten
Lichtstrabl gehen, so ist das seitlich ausgestrahlite Licht ganz
oder teilweise linear polarisiert (niemals elliptisch polarisiert).

5. Bis zu einer TeilchengrsBe von ca. 100 uw ist das von
Goldkiigelchen seitlich zerstreute Licht fast nur die Ray-
leighsche Strahlung, die bei 909 ihr Polarisationsmaximum
{und zwar 100 Proz) hat. Werden die Teilchen groBer, so
wiichst sehr schnell der Betrag des unpolarisierten Lichtes bei

29* ’
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90° und ‘das Polarisationsmaximum riickt nach vorne, bei der
TeilchengroBe 160 und 180 pp liegt es bei 110° und 120°
Zugleich wird durch ‘die Interferenz der Partialwellen mit-
einander die anfingliche Symmetrie der Rayleighschen
Strahlung gestort, bei weitem der groBte Teil der diffusen
Strahlung geht nach der Seite hiniiber, nach welcher der er-
regende Lichtstrahl fortschreitet. In letzter Beziehung wiirde
sich das von fingierten sehr kleinen, vollkommen leitenden
Kiigelchen reflektierte Licht gerade umgekehrt verhalten.
Die groBen Goldkiigelchen, die diese anomalen Polarisations-
verhiltnisse zeigen, haben eine rotgelbe diffuse Strahlung und
farben die Liosung blau. Es kann keine rotfirbenden Par-
tikelchen geben, die sich so verhalten.

6. Bei konstant gehaltener Konzentration ist die diffuse
Strahlung von sehr feinen Triibungen proportional mit dem
Volumen eines Partikelchens. In groberen Triilbungen wichst
sie mit zunehmender TeilchengroBe langsamer und erreicht
schlieBlich ein Maximum, dessen Lage von der Wellenlinge
abhidngt. Und zwar ist in einer Tritbung von fingierten voll-
kommen leitenden Kiigelchen der Teilchendurchmesser, dem
die maximale Strahlung entspricht, proportional der Wellen-
linge (0,324 '), bei Goldkiigelchen gilt kein so einfaches Ge-
setz, doch liegt der Dbetreffende Teilchendurchmesser immer
zwischen A'/4 und A/3. )

7. Die Farbe des diffus zerstreuten Lichtes ist bei den
fingierten vollkommen leitenden Kiigelchen, sowie iiberhaupt
bei vollkommen weiBen Kiigelchen, wenn sie sehr klein sind, blau-
violett, entsprechend dem Rayleighschen Gesetz (Strahlung
proportional A%, Grobere Kiigelchen wiirden ein nahezu
weiBes Licht aussenden, mit einer schwachen, matten Farben-
tonung, die von der GroBe des Teilchens abhingt. Kine
optische Resonanz, die eine bestimmte Farbe kriftig heraus-
hébe, ist, wenigstens bei kugelformigen Teilchen, ausgeschlossen,
und eine Krklirung der lebbaften Farbungen kolloidaler
Losungen durch Resonanz ist unmdoglich.

8. Die diffuse Strahlung von Goldpartikelchen ist im all-
gemeinen viel stirker als die von gleich groBen vollkommen
leitenden Kiigelchen sein wiirde. AuBerdem zeigt sie bei den
feinsten Verteilungen ein recht scharfes Maximum im Griin-
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gelb. Spiter steigt das Strahlungsmaximum besonders hoch
im Rotgelb. Wollte man von Resonanz sprechen, so miiBte
man schon von einer Resonanz der Goldatome auf Gelb sprechen,
die sich itber der an farblosen leitenden Partikelchen zu er-
wartenden KErscheinung iiberlagert.

9. Schon unendlich feine Tritbungen durch Goldpartikelchen
zeigen (im schiirfsten Kontrast zu dem, was man von vollkommen
leitenden Teilchen zu erwarten hitte) eine charakteristische
Absorption, die nur von der Menge des suspendierten Metalls
{der Kongzentration), nicht aber von dem Feinheitsgrad der
Verteilung abhingt. Ks wire interessant experimentell zu
untersuchen, wie sich das schlieBlich bei uBerst feinen Teilchen,
die nur noch einige Atome enthalten, dndern mag.

_ 10. Allgemein hingt die Absorption der kolloidalen Gold-
losungen von zwei KEigenschaften des metallischen Goldes
ab: dem Absorptionsvermigen und dem Reflexionsvermogen.
Losungen, in denen die diffuse Reflexion zuriicktritt gegen
die eigentliche Absorption, zeigen das Absorptionsmaximum
der Goldteilchen, das im Griin liegt, sie sind daher rubinrot.
Losungen, die starke diffuse Reflexion zeigen, sind dagegen
blau-durchsichtig, weil Gold hauptsichlich das rotgelbe Licht
reflektiert.

11. Fir die Vollstandigkeit der Theorie ist es unbedingt
erforderlich, auch noch das Verhalten ellipsoidischer Teilchen
zu untersuchen.

Greifswald, Physikalisches Institut.

(Eingegangen 7. Januar 1908.)



