57

2. Der Lichtdruck
auf Kugeln von beliebigem Material;
von P. Debye.

(Auszug aus der Miinchener Dissertation.)

Einleitung.

Die hohe Bedeutung, die die Tatsache des Lichtdruckes
neuerdings gewonnen hat, in der allgemeinen Physik fir die
Theorie der Strahlung, sowie in der kosmischen Physik fir
die Arrheniussche Theorie der Kometenschweife, legt es
nahe, die Berechnung des Lichtdruckes in den verschiedenen
vorkommenden Fillen auch zahlenm#Big durchzufihren. Die
Beditirfnisse der Strahlungstheorie wurden schon vollstindig
befriedigt durch die Behandlung des Lichtdruckes bei einem
vollkommen reflektierenden, ebenen Spiegel, wie diese seit
Maxwell bekannt und neuerdings von M. Abraham auch
tir bewegte Spiegel geliefert wurde. Anders liegen die Ver-
haltnisse in der kosmischen Physik. Arrhenius legte seiner
Theorie der Kometenschweife!} urspriinglich eine Formel fiir
den Lichtdruck zugrunde, wie man sie durch Verbindung der
Prinzipien der geometrischen Optik mit den Maxwellschen
Formeln fir die Atherspannungen bei einer vollkommen absor-
bierenden Kugel erhilt. Diese zeigt bei abnehmendem Radius a
der Kugeln ein Anwachsen von der Form 1/e fir das Ver-
hiltnis des Lichtdruckes zur Gravitation, so daB erstere immer
iberwiegen wiirde, wenn nur die Kugeln einen geniigend kleinen
Durchmesser haben. Nun gelten aber die Gesetze der geo-
metrischen Optik nur so weit, wie man die Dimensionen der
Korper als sehr groB im Verhiltnis zur Wellenliinge des Lichtes

1) S. Arrhenius, Physik. Zeitschr. 2. p. 81 u. 97. 1801; vgl. auch:
Das Werden der Welten, Leipzig 1907. p. 85 u. f.
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betrachten kann; eine Anwendung der Arrheniusschen Formel
auf Kugeln, deren Durchmesser von der GrofSenordnang der
Wellenldnge ist, mufl deshalb als eine unberechtigte Extra-
polation angesehen werden. K. Schwarzschild?) berechnete
deshalb strenge suf Grund der Maxwellschen Gleichungen fir
das elektromagnetische Feld den Lichtdruck fiir vollkommen
reflektierende Kugeln von kleinem, mit der Wellenlinge ver-
gleichbarem Durchmesser. Er zeigte, daB das obenerwahnte
Verhiltnis von Lichtdruck zu Gravitation fir Kugeldurchmesser,
die mit der auffallenden Wellenlinge vergleichbar sind, einen
Maximalwert erreicht, von dem aus es fiir noch kleinere Durch-
messer schnell zu Null sinkt. Eine Uberschlagsrechnung ergibt
aber, daB, natiirlich unter der wesentlichen Voraussetzung der
vollkommenen Reflexion, dieses Maximum immerhin so groB
ist, daB auf der Sonne der Lichtdruck die Gravitation um das
Zwanzigfache tiberwiegt. Es ist jedoch vor vornherein klar,
daB diese Zahlenangaben Verinderungen erleiden werden, wenn
die Teilchen das Licht teilweise absorbieren oder der Haupt-
sache nach nur zerstreuen. Wir wollen deshalb im folgenden
den Lichtdruck ausrechnen fiir den aligemeinsten Fall, daB
dem Teilchenmaterial eine Dielektrizititskonstante ¢ und eine
Leitfshigkeit ¢ zukommt. Ein Bedenken, das man aufwerfen
kénnte, ndmlich ob es gestattet sei, bel diesen kleinen Teilchen
noch mit denselben Materialkonstanten zu rechnen, die man
an groBen Stiicken (natiirlich bei der gleichen Wellenlinge
der auffallenden Strahlung) beobachtet, findet seine Erwiderung
besonders in einer npeueren Arbeit von G. Mie?) ,iber die
Farben kolloidaler Goldlgsungen. Dort wird an Hand der
experimentell bekannten Tatsachen gezeigt, daB die EKigenart
des von solchen Idsungen seitlich ausgestrahlten Lichtes erklirt
werden kann, wenn man eben die Materialeigenschaften der
suspendierten Tejlchen durch die sonst bekannten Konstanten
beschreibt. Die Teilchendurchmesser, die bei Mie in Betracht
kommen, betragen Schon nur mehr Bruchteile der Wellenlinge
des aunBersten vipletten sichtbaren Lichtes, wir sind also wohl

1) K. Schwarzscehild, Sitzangsber. d. Kgl. Bayer. Akademie d.
Wissensch. 31. p. 293. 1901.
2) G. Mie, Apn. 4. Phys. 25. p. 377. 1908.
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berechtigt, die spiteren Rechnungen ohne Bedenken auch noch
auf so kleine Teilchen anzuwenden. Es ist aber klar, daB nach
unten hin eine Grenze existieren wird, Giber die hinaus es sich
als notwendig zeigen wird, den Molekiilbau in weniger globaler
Weise zu beriicksichtigen, als wie es durch zwei, wenn auch
mit der Wellenlinge variabele, Konstanten méglich ist.

Die Grundlage fir das Folgende wird in iiblicher Weise
gebildet von den Maxwellschen Gleichungen des elektro-
magnetischen Feldes. Die Losungen dieser Gleichungen in
Reihenform, wie sie fiir uns in Betracht kommen (vgl. § 2),
sind nicht neu. Mehrfach findet man sie schon in der Literatur
vor, z. B. bei Clebsch?), Love? usw. fiir die elastischen, bei
J. J. Thomson?%), Schwarzschild¥), Mie?% fiir die elektro-
magnetischen Verhiltnisse. Durch die Einfithrung zweier ge-
eigneter Potentiale (§ 1 ff) glaube ich indessen die Behandlung
des elektromagnetischen Problems iibersichtlicher wie sonst
gestaltet zu haben. Der §5 des ersten Kapitels bringt eine
Ubersicht iiber die mdglichen Figenschwingungen von Kugeln,
wobel auch solche, die nicht unendlich gut leiten, in Betracht
gezogen werden. Im AnschluB an diesen Paragraphen lassen
sich die beiden vorher benutzten Potentiale dahin kennzeichnen,
dab das erste den elektrischen Eigenschwingungen (d. h. den
vor wechselnden Ladungen der Kugeloberfliche begleiteten),
das zweite den wmagnetischen (d. h. den ohne Aufladung der
Kugeloberfliche erfolgenden) entspricht.

Im zweiten Kapitel werden dann die Ausdriicke fiir die
elektrischen und magnetischen Komponenten dazu benutzt, eine
allgemeine Formel fiir den Lichtdruck auf Kugeln zu gewinnen,
nachdem noch (in § 6) der Fall des ebenen Spiegels (wegen
einiger Unstimmigkeiten in der vorhandenen Literatur) kurz

1) Clebsch, Crelles Journ. 61. p. 195. 1864.

2) A.E. H. Love, Lehrbuck d. Elastizitit (Deutsch v. A. Timpe),
Leipzig 1907, p. 820, wo sich auch einige weitere Literaturangaben zum
elastischen Problem finden.

38) J. J. Thomson, Recent Re;ea*ebea in Electricity and Magne-
tism p. 361.

4) K. Schwarzschild, 1. e

5) . Mie, 1. e. Sonstige Literatur findet sich bei M. Abraham,
Enz. d. math. Wissensch. V 18, Nr. 6 ¢
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ins Auge gefafit wurde. Den SchluB dieses Kapitels bildet die
Ableitung einer Formel fiir den Lichtdruck auf einen schwingen-
den Dipol, welche in dem schon oben hervorgehobenen Grenzfall
duBerst kleiner Kugeln (Molekiile) die Formeln des § 7 zu er-
setzen hat.

Das dritte Kapitel bringt in den vier ersten Paragraphen
die numerische Diskussion der allgemeinen Lichtdruckformel
fir vollkommen reflektierende, zerstreuende und absorbierende
Kugeln. In allen Fillen zeigt der Lichidruck im Verhiltnis zur
auffallenden Energie [fiur einen gewissen Wert des Quotienten
Kugelradius : Wellenlinge ein Maximum, das indessen niemals
die Hohe des bei vollkommener Reflexion gefundenen erreicht.
Zugleich wird in den betreffenden Paragraphen der Lichtdruck
it der Gravitation verglichen, wobei sich im allgemeinen sowohl
fiir unendlich kleine wie fiir unendlich groBe Kugeln ein Uber-
wiegen der letzteren Wirkung ergibt und nur unter geeigneten
Bedingungen fiir mittlere Kugeldurchmesser der Lichtdruck
vorherrscht. Kine eigenartige Ausnahme bildet der Fall eines
Kugelmaterials mit mittlerem Absorptionskoeffizienten, fir welchen
das Verhiltuis der beiden Wirkungen bei unendlich kleiren Kugeln
einer endlichen Grenze zustrebt, ,

Bei der Ausfiihrung der numerischen Rechnung zeigt sich
insofern eine Schwierigkeit, als die allgemeine Formel fir den
Lichtdruck um so schlechter konvergiert, je gréBer das Ver-
haltnis Radius : Wellenldnge wird. Obwohl stets konvergent,
ist die Reihe schon fiir verhiltnismiBig kleine Werte des
eben erwihnten Verhiltnisses umsténdlich zu berechnen, wihrend
sie fiir die Fille der gewdhnlichen Optik total unbrauchbar
wird. Diese Schwierigkeiten, deren Ursache in § 9 etwas niher
ins Auge gefaBt wird, kénnen behoben werden unter Benutzang
gewisser semikonvergenter Kntwickelungen, welche die in der
Reihe auftretenden Zylinderfunktionen asymptotisch darstellen
fir sehr groBe Werte des Arguments und beliebige Werte des
Index.}} Mit ihrer Hilfe gelingt es, in § 14 und § 15 auch
den optischen Grenzfall von der allgemeinen Formel aus zu

1) Vgl. die demnichst in den Math. Apn. erscheinende diesbeziig-
ilche Abhandlung. Soweit die Formeln fiir die jetzigen Zwecke in Be-
tracht kommen, sind sie in § 14 zusammengestellt.
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behandeln. Auch sonst sind die obengenannten Entwickelungen
niitzlich; sie bilden z. B. die Grundlage fiir eine strenge Theorie
der Beugung des Lichtes an Kugeln und Zylindern (Regen-
bogen, MaterialeinfluB), wie ich in der nichsten Zeit noch
nidher ausfiihren will.?)

Im letzten § 16 wird schlieBlich noch mit Riicksicht auf
die § 5 behandelten Eigenschwingungen untersucht, inwieweit
das charakteristische Maximum der Lichtdruckkurven als Re-
sonanzphanomen aufgefaBt werden kann.

Erstes Kapitel.
Bestimmung des elektromagnetischen Feldes.

§ 1. Grundgleichungen und Darstellung der Feidstirken mittels
skalarer Potentiale.’

Indem wir rationelle Heavisidesche Einheiten zugrunde
legen und uns von vornherein spezialisieren auf zeitlich peri-
odische Zustinde von der Periodenzahl @ in 2z sec., lauten die
Maxwellschen Gleichungen fiir die
elektrische Feldstarke? € = R[Feiv?
und die magnetische § = R[Heio:
7”: “H=—rotE,
.(“;“" + -;’-)E.-_- rot 2.
Hierin bedeutet weiter u die Permea-
bilitat, & die Dielektrizitiatskonstante,
o die Leitfahigkeit und ¢ die Licht- Fig. 1.
geschwindigkeit.

Fithrt man Kugelkoordinaten r, &, ¢ ein (vgl. Fig. 1) und
nennt die entsprechenden Komponenten von Z: £, 7, #, wihrend

~
~

{1\
\1}

1) Vgl. die vorifiufige Mitteilung auf der Naturforscher-Versamm-
lung in Koln: Physik. Zeitschr. 9. p. 775, oder Verhandi. der Deutsch.
Phys. Ges. 10, p. 741, 1808. .

2) N bedeutet hier und im folgenden stets, dal von der ein-
geklammerten Gré8e der reelle Teil zu nehmen ist.
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die Komponenten von A durch P, ©, & angedeutet werden,
so gehen die Gleichungen (1) iiber in

U@ - 1 2, . o
b = s g’i,. rS8in G — — TT}’
¢ ' réigin & \ 6 o
¢ {uw 1 [ & & .
(2a) e [ LR % rsin&F),
c rsind \og Gr
T 1 /46 i
¢ (b.-——?(E;rT— FRC) fg)’
[Z& \ 1 by - 0
(222 L OV R = ~——7r8in G D — —1r ¢
e ' c} g \65 0 o o 0)
¢ 18w G 1 J 5
2b) + D r=—2 [ p_ 2 snga),
¢ ¢ rsind \dg }
([te | @ 1/90 g
—— e — = =70 — — .
k P r \Or oY P

Denkt man sich nun mit Mie!) den Zustand entstanden
durch bberemanderlaoerun# zZweier a,nderen, dadurch charakte-
risiert, daB beim ersten die zur Kugel normale r-Komponente P
der magnetischen Kraft, beim zweiten die elektrische r-Kom-
ponente 2 versehwmdet, so kann man den weiteren Uber-
legungen eine sehr einfache Gestalt geben, indem man bemerkt,
daB jedes dieser Teilfelder aus einem einzigen skalaren Potentiale
ableitbar ist. Wir nennen das erste dieser Potentiale 1T, das
zwelte /1, und unterscheiden die zugehdrigen Feldstirken
durch dieselben Indizes. Fir das erste Teilfeld wird jetzt die
erste Gleichung des Systems (2a) befriedigt durch den Ansatz?2):

1 0%y 11, 1 &2l
Fl == < RS 1 b} 1’3 =
rsind Ord¢ r 8r8G

Mit diesen Werten liefert dann die zweite Gleichung des
Systems (2b)

18w u\ o1
b =~ ( Ty e 68 °

c

und die dritte Gleichung desselben Systems

tew |, @ 1 81

L Oi - ( PR ?) sind 8¢

1) G. Mie, Ann. d. Phys. 25. p. 382. 1908,

2) Zunichst legt diese Gleichung nur nahe, zu setzen
1 "V , 107

rsing 6¢ T 08

F =

es ist aber wegen des Folgenden bequem, statt v 2u schreiben (8r 17/ 67).
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SchlieBlich ergibt die erste Gleichung des Systems (2b) fur
die radiale elektrische Komponente:
1 8 5 1, 1 "-211@)

= e e —sin G — —_—
1 7 8in & (8—& S o o5 sing 4 ¢*

R

Soll nun der Ansatz mit unserem ganzen System (2) ver-

triglich sein, so miissen die beiden letzten noch unbenutzten

Gleichungen des Systems (2a) dieselbe Differentialgleichung fir

das Potential IZ, liefern. Letzteres ist tatsiichlich der Fall,
man erhilt ndmlich aus jeder dieser beiden:

1 8%r 11 1 d .

6L, | 1 I, | ,ay
v +r‘~)sinb‘6-& T}CII‘——O’

65 F fsind E’?’f

oder auch
3 A4l + BPIL =0
mit der Abkiirzung:
)

Mit Ricksicht auf die Differentialgleichung fir 77, 1a8t
sich die Formel fiir die elektrische radiale XKomponente noch

vereinfachen zu:
6% IT,
& r2

R =

+ Rir I

1?

so daB wir zusammenfassend die hier betrachteten K eldstirken
aus 77, ableiten kénnen, mittels des Formelsystems:

&*r 11,

B, = 67_2——%-]@27'171,
1 9*r I,
h=T%ss
7 o= 1 82r 11,
(5) 1 rsind 6r0¢
P =0,
[tew | o) 1 or 1l
Ol—_k e T?}frsin& o
. tee | o\l orll
| D, = ( ¢ (;)r 6

Fir das zweite Teilfeld, bei dem die radiale elektrische
Komponente verschwindet, gelten analoge Uberlegungen. Be-
denkt man, daB unsere Grundgleichungen {2) unverandert bleiben,
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wenn man die elektrischen Komponenten mit den eatsprechenden
magnetischen vertauscht und zu gleicher Zeit ‘cw/fc+ o/e
durch — (g w)/c und umgekehrt ersetzt, so erhilt man ohne

weiteres das Resultat:
Definiert man ein Potential ﬂ durch die Gleichung:

3 ATL, + B, =0,

A

so konnen daraus die Komponenten des zweiten Teilfeldes ab-
geleitet werden durch Benutzung der folgenden Formeln:

Ofll’

o 2
F, = = + k2r 1L,
o _ 1 &rk
27y Grés
. = 1 o*r 11,
6% ) 27 rsind 8rbqg
9 ¥
]‘)2:05
mo_ TU @ 1 or 1,
T ¢ 7rsin$ b¢g
7 o= dycoiafﬂz.
2 e r 68

Die Definitionsgleichungen (3) und (3") der beiden Potentiale
stimmen iiberein, so daB man sich nur mit den Ldsungen der
einen Gleichung (8) zu beschiftigen hat.

§ 2. Die Ldsungen der Gleichung filir das Potential 7.

Lassen wir vorldufig die Indizes weg, so lautet unsere
Grundgleichung (3) fur II:
(8) AT 3 R*IT=0.

Man kann hier nun den gewdhnlichen Weg einschlagen
und (8) 16sen durch das Produkt dreier Funktionen, von denen
jede nur von einer Koordinate abhingt.

Schreibt man z. B.

(6) II=f (", &),

so erhilt man fiir diese drei Funktionen die Differential-
gleichungen:

(1) s (;az n_(@*_”) rf =
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=3} 1 CZ df ot \ w* 3 —

8 mwag gttty )=0,
d* o

(93 __f:s__{_pzf3=0’

wobei die Konstanten #{(n -4+ 1) und » zunichst beliebig sind.
Die Bedingung, daB f, sowohl wie f; auf einer Kugelfiiche
eindeutig und endlich sein soll, hat dann bekanntlich zur Folge,
daB » und » beide ganzzahlig angenommen werden miissen.

Die Lésungen der Gleichungen (7) bis (9) sind bekannte
Funktionen; es ist namlich

{7 -
fi = ()= G (k7).

wo C,yu,(k7) eine Zylinderfunktion mit dem Index = 4 % be-
deutet; Gleichung (8) definiert die »* Zugeordnete der Kugel-

funktionen 2** Ordnung, wihrend (9) die- einfach periodischen
 Funktionen zur Lbésung hat.

Wir wollen jetzt noch ganz kurz einige Reihenentwicke-
lungen fiir unsere Funktionen zusammenschreiben, welche wir
in den spateren Paragraphen benutzen werden.

Die Losungen von (7) kénnen in zwei verschiedenen
Formen auftreten, einmal als Potenzreihen, die vom singuldren
Punkt 27 = 0 aus entwickelt sind, namlich?)

( rfl 'Pn\h r) = /ﬂ—k‘i) /2Jn+1/g(kr\.

(10) p=oo (LQ )21’“"*1
=1z > (=17 ,
| _ R \I,/,_t_r 3\
oder:
T Er\*®
(b ryT? ? 2
N - —
W, (k) 1.3 (29&4—1)31 LY
y 2
1107 4 ' L i
\10) = \ ;
, 2 |
T, 2048 20+ _+“'§
- 2 2 ]

1) Vgl. fir die Reihenentwickelungen der Zylinderfunktionen
N. Nielsen, Handbuch d. Theorie d. Zylinderfunktionen, Leipzig 1904.
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und .
. , akr
[ Th=a,kn = (=1 (FFE) T ()
an) = (&)
1 = (= 1y Y D=
=0 T(pvlifkp-*ﬂ%-'g}
oder
r (érv
o 1.3...@u-=1 2
2, (k) e r)y 14 2n —1
‘ 1t 25
1173 o

T 2n—1 2n—3
2 2

1
++...J§,

wobei die Funktionen J die gewdhnlichen Besselschen Funk-
tionen mit dem Argument 2 4+ I, bzw. — % — 1 sind.

Eine zweite Art der KEntwickelung fir rf erhilt man,
indem man vom Punkte 27 = oo ausgeht. Diese ist fiir den
- hier vorliegenden Fall nicht wie sonst semikonvergent, sondern
bekanntlich genau richtig, weil die betreffenden Relhen endlich
sind. Die beiden Partikularlésungen lauten

‘.f /]} \Zj r ('ﬁ:]:?‘\ 2 Hﬂ}-{_”o lk 7‘) ,
2 } e
% _’_OL—‘.-TL
—-z—,-m-i-&) gikr . [ € \P(r—p+t1)nn—p+2)...(0+p)
[~ {1 B _.ISY 2kr o! } ’
p=1
oder
i r+1) n{n+1)

Er) = —% i ikfh,;_ ‘
1, (k) =€ ¢ 2k 1!

_ 1 m—Dnr+)r+2)
2L7)? 21 '

[ Lr= ( 2) Heew, (b7

rp=n
_ ez'-;i (n-+1) _LM{ 51( - )p(n—p+1)(n-—p+2)m(n+P)} ,
_..a 2Lwr p!

l p=1
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oder:

izmry L, f i nw+1)
bad k \=e 2 —-cnrkl___w_.«._- ML N4
(131}1 b“( T} ¢ i_ 2k7 1!
1 (m—Unn+1)n+2) i
TS 21 ++“'J'
Die Zeichen H' und H?* bedeuten dabei die beiden Hankel-
schen Zylinderfunktionen, die mit den vorher benutzten Bessel-

schen Zylinderfunktionen/ zusammenhingen mittels der Formeln:

, v
4 ’ f Hal(.lf}:m’\e "anefa(x)"*c];_a(x) Iy
1 ’ .
a4 1 20 = L ien J () — J (2

woraus sich fur unsere Funktionen v, 4, 7., {, ergibt:
N
) !

o = Yy — Z.';(’IL7

;‘n = Wn T+ Z'Z 7 *
Weiterhin werden wir noch die Zusammenhangsformeln be-
nutzen fir die zu verschiedenen Werten von = gehdrigen Funk-
tionen. Diese lauten, wie man z. B. ohne weiteres aus den ent-
sprechenden Formeln fiir die Zylinderfunktionen ableiten kann:

I£ 1 d’nx
j @+ 120 g Oy, @) =y, @)

l e+ 1)—=—= =y, #+ v,,&

und gelten bekanntlich nicht allein fiir  , sondern fiir jede
beliebige Losung von (7) (insbesondere fir y,, #,, &)

Von den verschiedenen mdoglichen Lidsungen von (8) werden
wir nur die zu ¥ =1 gehOrigen ersten Zugeordneten £ !{cos¥)
im folgenden brauchen. Diese sind bekanntlich aus den ge-
wohnlichen zonalen Kugelfunktionen P °(cos) ableitbar mittels
der Formell):

1) Fir die Reihenentwickelungen usw. der Kugelfunktionen vgi.
E. Heine, Handbuch der Kugelfnnktionen, Berlin 1878. Wir setzten
indessen mit F. Neumann

" :
P, (cos &) = sin & -f-i—-— Pl(cosd).
d(cos &)

Hiernach unterscheiden sich die im folgenden benutzten £, von der
Heineschen durch einen konstanten Faktor. Man vgl auch Ene. d.
math. Wiss., Art. Wangerin II. A. 10, p. 711.
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(16} P llcos P = (cos )

%\ nu

und kinnen u. a. definiert Werdezz durch die endliche Reihe

2 1 i ( T -
JPﬁ“cosﬁ‘ — Gmisind %coa 15 — =1~ >co‘”"30‘

a7 Foalln =1 2@n—1)
g

(r=Lm=D(n—-8n—4) .y, , }
i -+ 5 2.0n—-1Cn—3 cos J-—"'J'

SchlieBlich gilt noch die fundamentale Integralrelation:

- IO ........ m=un,
(18 fPl’cosﬁ‘I“cosﬁ\smﬁdJ n(n+1) |

e \
0 2 2n 41

§ 3. Die Grenzbedingungen und die Potentiale 7/,°, 77,° der
einfallenden Welle.

Nach den Maxwellschen Gleichungen (1) verlangen die
Grenzbedingungen die Stetigkeit der tangentialen Kraftkom-
ponenten an jeder Trennungsfliche zweier Medien. In unserem
Falle ist das eine Medium der Ather (s =pu =1, ¢ = 0}, das
zweite eine Kugel vom Radius ¢ aus beliebigem Material; fiir
r = a soll also

ZLETa7 ﬁ;=Fa7 @i=@a7 q)i=q)a,7

wenn der Index ¢ die Feldkomponenten im Innern und der
Index a dieselbe auBerhalb der Kugel andeutet.

Man denke sich jetzt die ungestdrte einfallende Welle dar-
gestellt durch zwei Potentiale /7 ¢ und IZ,¢, ebenso definiert wie
die Potentiale 77, und I7,, dann wird das ganze AuBere Feld
(einfallende + reflektierte Wellensysteme\ abgeleitet werden
kbnnen auns Potentialen von der Form 17 @+ I7 ¢ und I7,%-- IT,¢,
wihrend das innere Feld (gebrochene Wellensysteme) sich er-
gibt ans zwei anderen Funktionen 77’ und JZ: Mittels dieser
Potentiale schreiben sich jetzt die G‘rrenzbedmdunden sehr ein-
fach. Betrachtet man zunichst nur das aus den Potentialen
mit dem Index 1 abzuleitende Feld, so folgt aus der Stetig-
keit der elektrischen Tangentialkomponenten 7 und F, unter
Beriicksichtigung von (5) ohne weiteres die btemokezt der Ab-
leitungen unserer Verbindungen r JZ, genommen nach der Kugel-
normale. KEbenso schlieBt man aus der Stetigkeit der tangen-
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tialen magnetischen Komponenten €, und @, auf die Stetig-

keit der mit den zugehdrigen Konstanten (i¢w/c¢+ ¢ /c) multi-

plizierten Potentiale. Schreibt man zur Abkiirzung

z \ . {280 o
(19) xo =22 4 2 wi= 204 T
N ! (0 Tc}a, ! Kc +Ci’

so erhialt man also in Formeln:

~

{ 0 (o}
ard : [ e

—_— 7 a"}"z e e

or \-[1 1/ or

~, { L N m o T i
| omer{JTe + I ¢ = or II?

rIl*

!

(20) fir r=a.

In gleicher Weise erhilt man fir die Potentiale /7, unter Be-
nutzung der Gleichungen (5") die Grenzbedingungen

~

& P )

L (I I = 2 r I

(21) Or 1, 2/ or 2}f&rr=a,
#,®

r{(ILe + I\ = q,ir I} }
wobei gesetzt wurde

. .

1913 zl’l’m P ’Z;H«CO

(22) ”2a=( P ) ’ “zz":( P )
[ )

'Die hier eingefiihrten Abkiirzungen x hingen mit den Kon-
stanten % (vgl. (4)) zusammen mittels der Formeln

5 5 . .
- A U ap & P/ p— 2 Loap L

Ist das AuBere Medium der freie Ather (was wir stets voraus-
setzen wollen), so hat man tibrigens einfach:

& e np b o 7 B e §— o,
w0, = 1, -—-2&@--20

Als einfallende Welle denken wir uns jetzt eine ebene,
polarisierte, in Richtung der negativen z-Achse fortschreitende
Welle, deren elektrische Komponente die Amplitude 1 hat und
in der z-Richtung gerichtet ist (vgl. Fig. 1); diese Welle besitzt
dann die zwei HFeldkomponenten:

e ntbtkaz ptwt
gikaz giot],

—~
¢
1
=

{23) @z_____s%ieikazeiwt}, Séy=3'{

wobei, da die Welle im freien Ather verliuft:

I
£ = .
e ¢
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In den 7, &, ¢-Koordinaten und den entsprechenden Kraft-
komponenten ist die Welle also, wie leicht aus Fig. 1 ersicht-
lich, dargestellt durch

ﬁ)e - eiRaT(:QSZ‘/" Sin &COS(P; Pe —_— eika.TCOS‘f/ 8111293111(;7,
(24) § 1 = ¢gikercosdcosdcosg; O, =— e'hers%cosdsing,
];; o — eika’i’COS’fj sing&; (pe e eleaTCOSﬁ Cosq-,’

Um die beiden vorher erwihnten zu dieser Welle gehdrigen
Potentiale 77 ¢ und II,° zu bestimmen, kann man von irgend
zweien der soeben anaeschmebenen Komponenten &,... d,
und ihren nach (3}, bzw. (5"} gebildeten Ausdrucken durch
Il ¢ und I, ausgehen. Am bequemsien ist es offenbar, die
radialen Komponenten zu benutzen; aus der ersten Gleichung
von {5} erhilt man dann mit Riicksicht auf (24):
%;,—:f—]—{_e + kEr IT ¢ = eikaresdsin 9 cos g,
also

1 eil;arcosé»

Lk sin &

rll¢ = cos ¢ ;

ebenso findet man aus der ersten Gleichung von (5') und dem

in (24) angegebenen Wert von F:

1 5ikarcosz9 )
—————— 81 .

k2 sino ng

- € o
rIle =

Man bestatigt leicht, daB J7¢ und Il,* Potentiale der in § 2
definierten Artsind: sie befrxedlgen beide Differentialgleichung (3,
und ihre Ableitungen, im Sinne der Gleichungen (5) und (5"
genommen, geben tatsichlich simtliche in (24) angegebenen
Komponenten unserer einfallenden Welle. Indessen kann man
sich leicht iiberzeugen, daB die Potentiale JZ¢ und JI,° durch
die Angabe der Komponenten des elektromagnetischen Feldes
nicht vollstindig bestimmt sind, vielmehr kann man noch ge-
wisse Bestandteile hinzufiigen von der Form

A{g, F) e " + Blgp, F)e =7,

die aber dann natiirlich so gew#ihlt werden miissen, daB sie
keinen EinfluB auf die aus den Potentialen durch Differentiation
gewonnenen Werte der Keldstirken haben. Fir die folgenden
Entwickelungen empfiehlt es sich, von dieser Willkir Gebrauch
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zu machen, so daB r 1J;¢ sowie r Il nicht mehr fiir & =0
unendlich werden und zugleich die Reihenentwickelungen sich
mbglichst einfach gestalten. KEine genauere Durchrechnung
zeigt, daB man dazu am besten setzi:

N L kg v 608 D ikar —ikat
(26) r e = X238 e L T g2
= 1 ko* sin & 2 gz R e ¢
. ikgrCOs & tkar —ikKaT
(26) rife=—S2ele s T e 1 __ ¢ " g2
= 2 lg? sin & 2 1g 92 2 !

Da die allgemeine Losung von (8) nach den Erdrterungen
des & 8 in Form einer nach Produkten von Zylinder- und Kugel-
funktionen fortschreitenden Reihe angesetzt werden soll, wollen
wir zunichst unsere Potentiale Z7¢ in eine solche Reihe ent-

ckeln. . Wir verfahren gerade so wie soeben, indem wir zu-
nichst eine solche Entwickelung fiir &£, bzw. P, angeben, aus
der die gesuchte fiir /7¢ durch Integration unmittelbar folgt.

Nach Heine?l) gilt:

oo
1., s % Y R ki ,’II’J - 3
eikarcosd > ”/‘2 7 - 1>M P Olcos &,
- %

At A/a

Ie—-—U

—
e
-3

~s

woraus man durch Differentiation nach 9 und Multiplikation
mit — cos ¢ /ik, r fir B, erhilt:
n=oco

— 72—1 /) Q;Un (}“a f/ 1 \
R, ~.2 n 4 1) =22 v P *{cos &) jcos g .
=i

Tragt man jetzt auf der rechten Seite von (25) diese Reihen-
entwickelung fiir £, ein und setzt fiir /7,¢ eine analoge Reihen-
entwickelung mit unbestimmten Koeffizienten an, so erhilt man
unter Beriicksichtigung der Differentiaigleichung (7) fur w,
ohne weiteres:

¢ ]. 1 n—l 272’{"‘1 1 5
28) rlil*c= %(ﬂﬁl\wﬁ\karlﬂ’ (cosF)cos ¢ .

Analog gilt fir das Potential des zweiten Teilfeldes:

7%= 00

< 2 1 —wn_l 272""}. 17 .

(284 Il =— i Z S e tD W, k) Pt (cos ) sing .
’ =1

1) E. Heine, 1. ¢, 2. Aufl. 1. p. 82.
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Die in (28) und (28" auftretenden Summen werden durch die
rechten Seiten von (26) und (26") summiert.

3 4. Die schlieflliche Form der Potentiale 77, und I7,.

Zunichst wollen wir uns auf die Betrachtung nur eines
der beiden Teilfelder beschrinken, die Resultate sind dann
mit geringer Anderung auf das zweite iibertragbar.

Setzt man an:

n=0o0

‘DG — 17 \ 1 \
29) ril ¢ = /‘ : ; . :mlaar P 1icosF cos g
JL-——
und
=00
- 1 "
/ ! — 1/ A\
(30) P I =y D By, (k1) Pl eos Heos ¢

“G

n:l

: 1 1 Sy . . ; . B
wobei A ! und Bﬂ. verfiighare Konstanten, { und v, die § 3
definierten Funktionen bedeuten und

{8
3

(31) R

gesetzt ist, so geniigen diese Ausdriicke beide der Differential-
gleichung (8) fur 7I. Weiter befriedigt ZZ ¢ die Bedingung,
nur divergierende nach dem Unendlichen hin forteilende Wellen
zu geben (vgl. Formel (18)), wahrend 7Z? der Bedingung der
Endlichkeit der Feldkomponenten im Innern der Kugel vom
Radius ¢ gentigt \vgl Formel ( 10\) Setzt man die Ausdriicke (29)
und (30) nebst der im vorigen Paragraphen fiir rJ7/°¢ an-
gegebenen Reihenentwickelung in die Grenzbedingungen (20}
ein, so erbilt man fur die Konstanten A ! und B! die Glei-
chungen:

2n+1 .
. f 1 ‘—) (L N — 4 1
},:“:n\k ayA i T w , (ka) =2y (kaB?,
:’39\
V= 24 1
Lor 1 P S \ 1
'i‘n’kaA e n(nvl)ﬁw lia)_-kwm\kaB .

Fir A ! und B,! bekommt man demnach explizite:

241 @ Wala @) ks (ki) =k ) (Ra@) 8 . fidd)

n (1)@ L, (ba@) ki W (o) — g 5 ko ) 1 iy {f: @) ’

B 2-12-—1 Z2xn4+1 Zlmgn(kaa)kall’n’(k‘a“)_l’ G kg %Wy, (ke a}
w T 7 (= 1) 2y Ly (o l) byt i @) — Ko Ll Ui @) 7y 3, (i @)

}{ Aﬂzl = — 2’“""1
/0
(33)
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womit nach (5) und (37 das erste Teilfeld vollstindig Dbe-
stimmt 1st.

Man ersieht ohne weiteres aus dem Vergleich von (28)
mit (28" und (20) mit (21), daB der Ansatz

N=00
29y  rILe =— ;2 E’Anzg;ﬂ(ka r) P.1(cos 9} sing,

n=1

(8U)  rILi=— 5 D BEy, (k) B eos ) sing

. =20
fir das zweite Teilfeld wieder alle Oberflichenbedingungen er-
fullt, wenn man A2 und B ? definiert durch die aus (33) bei
Vertauschung von ¢ bzw. z,¢ mit »,* bzw. x,’ entstehenden
Formeln. Somit ist nun auch das zweite Teilfeld vollstindig
bestimmt.

§ 5. Die Eigenschwingungen der Kugel.

Da die Higenschwingungen von Kugeln an sich nicht ohne
Interesse sind und sie auch fiir das Verstindnis der spiter
anzugebenden Formel fiir den Lichtdruck mit Nutzen heran-
gezogen werden konnen, wollen wir in diesem Paragraphen die
Werte fiir Eigenschwingungszahl und Dimpfung aus unseren
IFormeln berechnen.

Geht man wieder aus von den Potentialen J7, und 77, in
der Form des vorigen Paragraphen und verlangt fiir diese solche
den Grundgleichungen und Oberflichenbedingungen geniigenden
Darstellungen, die auch ohne duBere Anregung bestehen kénnen,
so erhilt man z. B. zur Bestimmung der Konstanten A ® und
B,! Gleichungen, die aus (32) hervorgehen, indem man das
zweite (Glied der linken Seite Null setzt. Ein von Null ver-
schiedener Wert fiir diese Konstanten ist also nur mdglich,
wenn die Determinante des so erhaltenen (Gleichungssystems
verschwindet in Formel:
boba' hat) _ Loy (ia)

10 ke @) i s (k@)

(34)
Ebenso findet man, dafl eine, einem einzelnen Gliede von 77,
entsprechende, Liosung ohne Anregung mdoglich ist, wenn
(34!} ]Ga Zn;(ka a/) —_ ki'tpn’ (kl a} .

‘ %% Lo bha®) iy ki)

Annalen der Physik. IV. Folge. 30. 6
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Nehmen wir nun an, daB die Permeabilitit u =1 gesetzt
werden kann, wie solches bei einigermaflen schnellen Schwin-
gungen zutrifft, und setzen

(35; }"'i:: Nka’

so ist nach {(31): -

‘an | .G .
'\Sb} N=!/é‘——'l"—&)—'=’1/<1‘—2%},.

und es bedeutet daher (in der gewdhnlichen Bezeichnungs-
weise) N den komplexen Brechungsexponenten, » bzw. z den
gewthnlichen Brechungsexponenten bzw. Absorptionsindex.
Unter Anwendung der Abkilirzung N schreiben sich die Glei-
chungen (34) und (34"

Ll 1w (Ng)

(3’:) ’ ::& A ?
Zu (9) N w.(Ng)

(37) (0) — NN
Lo o) . (N g)

wenn noch gesetzt wird:

(38) o =ka=""

c

Threm Zusammenhang mit dem ersten Potential entsprechend
definiert (87) Schwingungen, bei denen die radiale magnetische
Feldstarke iiberall verschwindet, wihrend die radiale elektrische
Komponente vorhanden ist, so daB an der Oberfliche der Kugel
elektrische Ladungen auftreten konnen. Deshalb wollen wir
firderhin diejenigen Schwingungen, fiir welche (37) erfullt ist,
die ,,elektrischen Eigenschwingungen® der Kugel nennen. Im
(Gegensatz zu diesen stehen die ,,magnetischen Eigenschwin-
gungen‘, bei denen ¢ durch (87°) bestimmt wird und im ganzen
Raume die radiale elekérische Komponente verschwindet.

In dem schon von J.J. Thomson?) behandelten Grenz-
fall N = co (vollkommen reflektierende Kugel) werden die
beiden Bestimmunrgsgleichungen fiir o einfach

by
3 F AN e
(39/ ’ ;n g, = 0’
{ A Y
39 Lo} =0.

1} J. J. Thomson, Lond. math. Soe. Proc. 15. p. 197. 1884; Recent
researches. p. 361. Zur Frage der Darstellung des zeitlichen Verlaufes
einer -beliebigen anfinglichen Stdrung mittels der, den anzugebenden
Waurzeln entsprechenden Funktionen, vgl. A/ E. H. Love; Lond. math.
Soc. (2) 2. p. 88. 1904. o
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Setzt man nun fir £ die (endliche) Reihenentwickelung (13)
¢in, so werden die Wurzeln von (839) bestimmt durch eine

cebm‘sche Gleichung vom Grade = + 1, die von (39" durch
eine algebraische Gleichung vom Grade = Die betreffenden
Waurzeln fir o =1, 2,8 sind in der folgenden Tabelle zu-
sammengestellt.

Tabelle 1.
Elektrische Eigenschwingungen ‘\/Ia,gnetxscbe Eigenschwing 7ungen
— 0,60 + < 0,86 .
‘o= {—000— 0.86 ta=
— 1,60 ,
fon=1— 00 + 7 1,81 f”1°0+20b°
$2 ’ ’ T 11— 1,50 — 4 0,86
— 0,70 — 4 1,81
}r- 2,17 + 4 0,87 29
— 2,17 — 4 0,87 . m
2 0o = ? ? 20‘—4“18&.(&1n0
& \"_ 0,83 -+ % 2,77 L 8 :m
— 0,88 — ¢ 2,77

Weiterhin wollen wir die allgemeingiiltigen Gleichungen
- (87) und (87%) noch dazu benutzen, p in zweiter Niherung zu
bestimmen fiir den Fall, daB N sehr gro8 gegen 1 ist. Dazu
setzen wir ¢ = ¢, + Ao, und verstehen unter ¢ = g, eine
Wurzel der Gleichung (39) bzw. (39"). Beschiftigen wir uns
zunichst nur mit den elektrischen Kigenschwingungen, so er-
gibt sich fir Ap, die Bestimmungsgleichung
1 o (N gy) &u (90)

A0 . (4
1Y Ao, = —
: ) 0 N (N go) &7 koo)

Frsetzt man nun nach der Differentialgleichung fiir £ den

2
notienten £ (0o durch den Ausdruck %o - und sub-
Quotd 5 (20) nlm + 1) — g —

7

stituiert fiir die Funktionen «y, bzw. v, ibre Niherungen fir
oroBe Werte des Arguments, so erhilt man schlieBlich:

¢” tg {No, — 5+ 1) -

1
N gf—n(m + 1)

(41) 49, =

Ist beispielsweise N = v (vgl. (36)) rein reell, wie das bei einer
dielektrischen Kugel zutrifft, so hat man in zweiter Néherung
6*



76 P. Debye.

fir groBe Werte von » bei der ersten elektrischen Kigen-
schwingung (z’ 0y = L%:_T)Z"_V_,_g., vgl. Tab. I) :

— 0,50 - 50,86(1 -..i),
3»

— 0,30 — i 0,86(1 - —3—)
3w

Bei einer dielektrischen Kugel bedeutet also eine Erniedrigung
des Brechungsexponenten » eine Verlangerung der Schwingungs-
dauer, wihrend die Diampfungskonstante ungeindert bleibt,
solange wenigstens » selbst groB ist.

Durch das Vorhergehende ist indessen die Zahl der Wurzeln
nicht erschopft. Neben den vorher betrachteten aus den Werten
der Tab. I stetig herauswachsenden sind n3mlich auch noch
solche Wurzeln zu betrachten, die bei groiem N in der Nihe
des Punktes o = 0 liegen, und fiir welche das Produkt Np
eine endliche Zahl ist.?) Schreibt man némlich (87) in der Form

. Vo W (Ng) L (9
und bedenkt, daB nach § 2 fur kleine Werte von ¢:
; 1.3...;1297,- 1)7 Q’({J) =_‘ig~2. 1.3...;2n— 1)’
so erhalt man in der Grenze fir o = 0 aus (42) die Be-
dingungsgleichung

(42) PN} = — — —55

Fir groBe Werte von N kann man statt dessen in erster
Niherung auch schreiben

(43) w,(Ng) = 0.
Letztere Gleichung hat bekanntlich, ebenso wie die gewdhnliche
Besselsche Funktion mit ganzzahligem Index unendlich viele

reelle Wurzeln. Asymptotisch fallen diese zusammen mit den
Nullpunkten der Funktion

*la) —
371\@)—_ “

T
cos {x — 5 (n+ 1)},

4

wenn zur Abkirzung Nog = z gesetzt wird.

1) In der Literatur scheinen diese Wurzeln bisher iibersehen zu sein.
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Der Verlauf der w-Funktion ist fir kleine Werte des
Arguments aus Fig. 3, p. 106 zu ersehen; die Werte der kleinsten
Wurzeln fir » = 0, 1, 2, 3, 4, 5 sind in der folgenden Tabelle
enthalten, sie wurden ohne weiteres aus der Figur entnommen.

Tabelle II.

Wurzeln von w, (&) = 0.

=0 =1 g 7 o= 2 % = 3 7% = 4 =75
0 0 | o 0 0 0
b 45 | 57 7,0 8,2 9,4
27 | 7 0 91 10,3 ¢ — —

1,0 | — 0 =

i i

Bezeichnen wir die p® Wurzel von w, (z) mit z so erhalt

6, p?
man in zweiter Naherung aus (42):
: xZ, [ 1 1
(44 = Fn, p o .
‘\44/ {) N Ll N2 n)
Die zu diesen Wurzeln gehdrigen Kigenschwingungen sind
hiernach ungedimpft, wenn die betreffende Kugel nicht ab-
sorbiert. Lassen sich andererseits die Materialeigenschaften
durch die Leitfahigkeit ¢ allein beschreiben, und ist in (36)
die Dielektrizititskonstante ¢ zu vernachldssigen neben o/w, so
erhalt man unter Benutzung von (36) fir @ in erster Niherung:

2

2

=i - 22
- &’ o P
Die betreffenden Schwingungen sind in diesem Falle also
aperiodisch gedimpft; wihrend die Dimpfung um so kleiner
wird, je grofer die Leitfihigkeit ist.

Ebeﬂegungen analog zu den obigen fithren auch fir die
magnetischen Schwingungen zu unendlich vielen Eigenwerten,
welche in erster Naherung bestimmt werden durch die Gleichung:
. No) _ n

A5\
33 =
( / wa (N g Ng’

und neben den in der zweiten Spalte der Tab. I angegebenen
existieren konnen, Die kleinsten aus (45) filr y = N folger-
den Werte finden sich in der folgenden Tabelle.
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Tabelle 11T
’!/n, 7 2
Wurzeln von —l’iw(i[jl _—
W (Y) Y
n = =1 7 o= 2 2 = 3 7 =4 7 =5
7 . O N
5 3,1 4,5 ;)’8 679 572
3 5' N
7€ ! 6,3 7,9 9,1 10,4 11,7

Auch diese Werte wurden ebenso wie die der Tab. II
aus einer Figur entnommen, in der sowohi v 'jy, wie ]y
als Funktion von y aufgetragen waren. Fiar jedes » gibt es
wieder unendlich viele Wurzeln, welche asymptotisch immer
niher an die Wurzeln der Gleichung

7T n
heranriicken.
SchlieBlich eriibrigt es noch, die Wurzeln unserer Grund-

gleichungen (37) und (37') zu bestimmen fir den zweiten Grenz-
fall, daB das Kugelmaterial wenig vom freien Ather verschieden
ist, d.h. N—1< <1, wobei N = v als reell angenommen
werden mdge. Ist » = 1, so haben (37) und (37" keine Wurzeln,

da bekanntlich
’ ’ . .
¢, w, — & v, = konst,

wobei fiir diese Funktionen die Konstante den Wert i hat.
Wenn » nur wenig von 1 verschieden ist, so fithrt, wie die
Rechnung zeigt, die Annahme [o{> >1 zum Ziel. Krsetzt man
namlich unter dieser Voraussetznng in (37) die Funktionen a1y
und £ durch ihre asymptotischen Niherungswerte, so erhilt
man die (leichung:

; { i .
(46) g {vg — 5 (n+ 1)} = i
Setzt man noch voriibergehend

T N .
(n+1) =a+ 25

o~
N
-}
g

Yo —

o
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wobel 4 > >1 anzunehmen ist, so hat man (in zweiter Niherung):
tg {vg — Tl 1}} ~ (1 — 2 g2irity),

Zur Bestimmung von (a-i8) gilt also nach (46) die
Gleichung:
{48) elia =2 —

so daB man erhilt:

a=Q2p+1)5, &= log-

wobei p eine beliebig zu wiithlende ganze Zahl bedeutet. Far
unsere GroBe ¢ erhalten wir hieraus schlieBlich:
i 2

log .

v -~ 1

. H P 7z 1
(49) ¢o=Q@p+nrn+ 25+

Zw
Fiir die magnetischen Eigenschwingungen ergibt (37°) in dem-
selben Grenzfall (w~ 1) fiir ¢ die Werte:

7\ — P | \7‘61 4 (| 2
497 o=0Cp+r+ )5 — +5-log—7

Beide Schwingungstypen sind also um so stirker gedampft,
je naher » an 1 heranriickt.

Zweites Kapitel.
Allgemeine Berechnung des Lichtdruckes.

§ 6. Die Grundlagen der Rechnung.

Aunf die PBzristenz einer mechanischen Kraft, angreifend
an einem von Lichtwellen getroffenen Kérper, wurde von zwei
ganz verschiedenen Seiten geschlossen. J. C. Maxwell?) er-
klarte thr Vorhandensein auf Grund der nach seiner Theorie
des elektromagnetischen Feldes im Ather vorhandenen Span-
nungen; A. Bartoli? dagegen nahm als Ausgangspunkt die

1) J. C. Maxwell, Treatise on Electricity and Magnetism, Oxford
1881. 2. p. 40L. Die benutzten Gleichungen fir die Spannungen finden
sich 1. p. 144 und 2. p. 258. .

2) Man vgl. die Ubersetzung in Exners Repertorium der Physik
21. p. 198. 1885. Bartoli hatte die betreffenden Uberlegungen schon
in einer 8 Jahre frither erschienenen Denkschrift niedergelegt und wurde
zu der erneuten Publikation veranlaBt durch eine Arbeit von H.T.Eddy
mit dem Titel: ,,Radiant heat as an exeption of the second law of thermo-
dynamics® Proe. of Ohio Inst. Juli 1882, p. 105, die von L. Boltzmann
referiert wurde in den Beibl. zu den Ann. d. Phys. p. 251. 1888.
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beiden Grundsitze der mechanischen Wiarmetheorie und zeigte,
daB man ein Perpetuum mobile zweiter Art koustruieren konne,
wenn eine solche Kraft nicht vorhanden wire. Wihrend nun
das Verfahren Maxwells zugleich auch einen numerischen
Wert fiir den Lichtdruck liefert, ist das mit der wirmetheo-
retischen Methode nicht der Fall. Nach letzterer erhilt man,
wie besonders Boltzmann?) klar hervorhebt, nur eine Diffe-
rentialbeziehung zwischen dem Lichtdruck einerseits, Energie
und Temperatar der schwarzen Strahlung andererseits. Sie
ergibt also nur dann einen numerischen Wert fiir den Licht-
druck, wenn das Strahlungsgesetz schon experimentell er-
mittelt ist. Bekanntlich gelang es Boltzmann? auf dem
umgekehrten Wege unter Benutzung des Maxwellschen Resul-
tates das Stephansche Strahlnngsgesmz"’) theoretisch zu be-
griinden.

Nachdem es also klargestellt ist, daB eine Berechnung
des Lichtdruckes nur auf Grund spezieller {(elektrodynamischer)
Prinzipien moglick ist, wollen wir zunichst den Gang der
Rechnung etwas niher beleuchten. Will man sich mdoglichst
wenig von den durch die Erfahrung zu kontroliierenden Tat-
sachen entfernen, so ist es wohl am besten, die Ather-
spannungen als reines Rechnungsresultat zu betrachten, statt
sie wie Maxwell an die Spitze zu stellen. Vielmehr werden
wir mit Lorentz den Ausdruck fiir die mechanische Kraft
des elektromagnetischen Feldes als das Prim#re ansehen und
aus diesem die Atherspannungen durch Umformung gewisser
Volumenintegrale entstanden denken. Wahrend aber Maxwell
und H. Hertz% neben der altbekannten mechanischen Wir-
kung eines elektrischen bzw. magnetischen Feldes auf eine
(im allgemeinen) bewegte Ladung noch eine analoge Wirkung

1) L. Boltzmann, Wied. Ann. 22, p. 31. 1884 (Berichtigungen
p. 616); vgl. auch M. Planck, Theorie der Wirmestrahlung, Leipzig
1906. § 60. p. 56.

") L. Boltzmann, erd Ann, 22, p. 291. 1884.

8) J. Stephan, Wlen Ber. 79. p. 428. 1879.

4) H. Hertz, Wied. Ann. 41, p. 389, 1890 oder ,Untersuchungen
iitber die Ausbreitung der elektrischen Kraft“, Leipzig 1882. p. 275. Eine
kurze Darstellung findet sich bei H. A. Lorentz, Enc. d. math. Wiss. (V)
13. p. 107.
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des magnetischen Feldes auf den Verschiebungsstrom und des
elektrischen Feldes auf den ,,magnetischen Strom‘ einfithren
miissen, damit die Wirkung dieser Volumkrifte dasselbe Resultat
liefert wie die Atherspannungen, kennt die Elektronentheorie
rach H. A. Lorentzl) nur Krifte, die auf die Materie bzw.
auf die in ihr befindlichen Klektronen wirken. Nimmt man
nun an, daf sich alle elektromagnetischen Erscheinungen in
ponderabelen Korpern durch bewegte Ladungen erkliren lassen,
und setzt nach Lorentz fiar die auf die Ladungseinheit
wirkende Kraft

=6+ [2.9)

(v = Geschwindigkeit der Ladung), so erhilt man fiir die ganze
auf den betreffenden Korper wirkende Kraft zunichst das tiber
diesen erstreckte Volumenintegral § = /{48 Nun kann man
aber offenbar ebensogut die Integration auf einen Raum er-
weitern, der den fraglichen Kérper, aber sonst keine ponde-
rabele Materie, sondern nur reinen Ather umfaBt; man erhilt
dann, indem man noch das Volumenintegral teilweise in ein
Oberflichenintegral umwandelt?), das Resultat: Die mechanische
Kraft auf den betreffenden Kodrper besteht aus zwei Teilen:
1. der Wirkung der Maxwellschen Spannungen

(50) T=CC, +99,— 5 (C +97

summiert iiber die Oberfliche des betrachteten Raumes, wobei
n die nach auBen gerichteie Einheitsnormale dieser Oberfiiche
bedeutet;

2. der Wirkung einer Volumkraft vom Betrage

1 d&

——

¢ dt

1) ,,Versuch einer Theorie der elekfrischen und optischen Erschei-
nungen in bewegten Ko&rpern, p. 21 u. 24 des 1906 bei Teubner
(Leipzig) erschienenen unveréinderten Abdruckes der 1895 bei Brill
(Leiden) gedruckten urspriinglichen Arbeit. Man vgl. auch Ene. d. math.
Wiss. (V) 14. p. 161. .

2) Fiir die nihere Ausfilhrung der Rechnung vgl. man M. Abrahanm,
Theorie der Elekirizitit 2. p. 28. Leipzig 1905.
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pro Volumeneinheit, integriert tber das ganze Innere des-

selben Raumes, wobei & den Poyntingschen Strahlungsvektor:
S =c[E.9]

bedeutet. )

Bei zeitlich periodischen Zustanden liefert das letztere
Volumenintegral zom Werte der Kraft im Mittel der Zeit den
Beitrag Null, so daB diese dann sowohl nach Lorentz wie
nach Maxwell-Hertz aus den Spannungen ¥ allein ableitbar
ist. Wir werden demnach im folgenden die allgemeine Formel
fir den Lichtdruck auf eine Kugel vom Radius « berechnen,
indem wir die Spannung T f{iber eine konzentrische Kugel
summieren, deren Radius wir ins Unendliche wachsen lassen
werden, wodurch das SchluBresultat eine verhiltnismiBig sehr
@bersichtliche Gestalt annimmt. Dabei dirfen wir uns, wie
allgemein iblich, auf die Angabe des zeitlichen Mittelwertes
der mechanischen Kraft beschrinken und brauchen, wie aus
Symmetriegriinden hervorgeht, nur die Komponente derselben
nach der Eirfallsrichtung, also auch nur diese Komponente
der Spannungen ¥ zu beriicksichtigen.

Auch fiir einen ebenen Spiegel kann man die Berechnung
dadurch vereinfachen, daB man die Integration in zwei Ebenen
ausfithrt, welche geniigend weit von seiner Oberfiiche entfernt
sind. Ist § die pro Zeiteinheit serkrecht zur Fortpflanzungs-
richtung von der einfallenden Welle geférderte Energie und
setzt fiir die von der reflektierten bzw. durchgelassenen Welle
mitgefiithrte Knergie:

§ =08, 8;,=068,

wo ¢ den Reflexionskoeffizienten bedeutet und J in entsprechen-
der Weise die Durchlissigkeit der Platte miBt, so erhilt man
fiir den zeitlichen Mittelwert des Lichtdruckes die Formel:

S
e

M@ =-—=—(1+ 90— d)cos?g

in Ubereinstimmung mit einem schon von Goldhammer an-

gegebenen Resultat, )
Ist der Spiegel dick genug, keine merkliche Strahlung
mehr durchzulassen, so erhalt man fiir senkrecht einfallendes

1) D. A. Goldhammer, Ann. d. Phys. 4. p. 834. 1901.
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Licht die schon von Maxwell?) angegebene und von Lebedew?
sowie Nichols und Hull?® zur Berechnung ihrer experimen-
tellen Resultate benutzte Gleichung:

S \
— 1+ 9)-

M =
Demgegeniiber bemerkt Drude in der zweiten Auflage seines
Lehrbuches der Optik*), daB diese Beziehung nur angenihert
richtig sei und nur fir o =1 (vollkommene Reflexion) den
betreffenden Wert des Lichtdracks darstelle. Im Grenzfalle
= 0 soll derselbe nicht wie oben gleich S/¢, sondern nur
gleich 1 .S/c sein. Bei der hohen Bedeutung des Drudeschen
Werkes und dem wohlbegriindeten EinfluB desselben auf die
Entwickelung der Wissenschaft ist es wohl richtig, die Ursache
dieser vermeintlichen Abweichung aufzudecken. Verfolgt man
den Gang der Drudeschen Rechnung etwas niher, so sieht
man, dall die Nichtibereinstimmung darauf beruht, daB er
zwar die von Maxwell und Hertz angenommene mechanische
Kraft des magnetischen Feldes auf den Verschiebungsstrom,
nicht dagegen die des elektrischen Feldes auf den magne-
tischen Strom mit in Rechnung zieht, welche vom Maxwell-
Hertzschen Standpunkt des auch auf den Ather tibertragenen
Reaktionsprinzipes mit der erstgenannten Wirkung gleich-
berechtigt ist. Dem entspricht es, daB Drude fiir senkrecht
auffallendes Licht das Glied mit &? in (50} wegiiBt. Im Falle
des schwarzen Spiegels (o = 0) folgt daraus, daB er pur die
Halfte des hier angegebenen Lichtdruckes erhilt. Dagegen
versteht man, daB fiir einen vollkommen refiektierenden Spiegel
an dessen Oberfliche € sowieso verschwindet, die Drudesche
Annahme auf den sonst bekannten und fiir die Strahlungs-
theorie fundamentalen Wert des Lichtdruckes fithren muB.
Es sel noch bemerkt, daB man, wenn die Formel anf
einen Spiegel von endlichen Dimensionen angewendet wird,

1) J. C. Maxwell, Treatise on Eleectricity and Magnetism, 1 e,
2) P. Lebedew, Ann. d. Phys. 6. p. 433, 1901,
8) E. L. Nichols u. G. F. Hull, Ann. d. Phys. 12. p. 225. 1908,

In den beiden zuletzt ziderten Arbeiten findet sxch eine ausfiihrlichere
Zusammenstellung der betretfenden Liferatur.
4) P. Drude, Optik p. 477. Anm. 2. Leipzig 1506.
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streng genommen noch zwel Korrektionen einfithren muBte.
Einmal nimlich treten hier immer Beugungserscheinungen auf,
andererseits dringt auch nach der geometrischen Optik Licht
durch die seitliche Begrenzung des Spiegels hinaus, beides
Ursachen, die kleine Abidnderungen nétig machen wirden. Ks
ist aber klar, daB fir gewohnliche Dimensionen des Spiegels
und beil stark absorbierendem Material diese Korrektionen
ganz unbetrichtlich sein werden.

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB sich theoretisch in einem
durchstrahlten absorbierenden Gas Druckdifferenzen zeigen
miissen. Diese sind zwar auBerordentlich klein {von der GréBen-
ordnung 1072 Atm,) indessen gelang es Lebedew?), dieselben
im Laufe des vorigen Sommers auch experimentell nachzu-
weisen. Is moége dieses besonders hervorgehoben werden, da
Arrhenius? die Meinung ausspricht, daB ein solche Wirkung
des Lichtes in Gasen iitberhaupt nicht vorhanden wire. Die
Wirkung folgt sowohl direkt aus den Grundgleichungen, wenn -
man den Lichtdruck in verschiedenen Schichten des absor-
bierend gedachten Gases ausrechnet, wie auch anschaulicher
durch molekulare Betrachtungen, wenn man die Molekiile in
Anlehnung an § 18 z. B. als schwingungsfihige Dipole be-
trachtet.

§ 7. Die allgemeine Formel ‘fiir den Lichtdruck auf Kugeln
von beliebigem AMiaterial.

Nach den Erorterungen von § 6 erhalten wir den Licht-
iruck auf unsere Kugel vom Radius @, indem wir die in Rich-
tung der einfallenden Welle (nach unserer Annahme die z-Rich-
tung) weisenden Komponenten der Maxwellschen Spannungen
iiber eine beliebige den Korper umschlieBende Kugel sum-
mieren. Charakterisieren wir nun wie in § 4 die zu der ein-
fallenden Welle gehrigen Feldkomponenten durch den Index e,
wihrend die Komponenten des ,Streu‘feldes den Index 1
oder 2 tragen, entsprechend ibrer Ableitung aus dem ersten’

1) Vgl. die vorliufige Mitteilung im Journ. d. russ. phys.-chem.
Ges. 40. phys. Teil, p. 20. 1908, referiert in den Beibl. zu den Ann. d.
Phys. 83. p. 150. 1909. '

2) 8. Arrhenius, Das Werden der Welten p. 87. Leipzig 1507.
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oder zweiten unserer Potentiale I, oder IZ,, so ergibt (50)
des § 6 mit

6:71 = G’:r’ S:Dn = Sér
und ‘
CE=C =CcosF—Cysind, H=9,=9,c08¢ — H,sin &
fir den momentanen lichtdruck pro Flacheneinheit der Inte-
grationskugel )

by ~ o~ "
51y | = T= 5 (C 6t €, 6+ 9, 9,49, 9,—C,6,—5,9)
‘ +5in & (E, 6, + 5,9,

wenn wir die totalen Feldstirken ohne Index lassen und von
vornherein das ohnehin bei der Bildung des zeitlichen Mittel-

wertes verschwindende Volumenintegral tiber —2;% nicht mit

beriicksichtigen.
Nach § 1 haben wir fur die totalen elektrischen Kompo-
nenten:
€, = R[E, + £},
Co=R{ZL, + T, + 1,)éef>"],
C,=R[F, + £ + Fleor]

und entsprechende Formeln fur die magnetischen Komponenten.
Um den fraglichen Lichtdruck auf unsere Kugel vom Radiusa
zu erhalten, mufl jetzt zunichst der zeitliche Mittelwert von
(51) gebildet und dann dieser Mittelwert iiber die Kugel vom
Radius r integriert werden. Das Resultat ist nur scheinbar
von r abhingig, da ja unsere Kugel durch jede andere, ins-
besondere die unendlich groBe ersetzt werden kann. Letzterer
Grenziibergang zu unendlich groBem r liefert dann die schlieB-
liche Formel fiir den Lichtdruck.

In groBer Entfernung der Kugel werden die zerstreuten
Wellen rein transversal, ein Umstand, der beim Dipol wohl
bekannt ist und damit zusammenhingt, daB die radialen elek-
trischen und magnetischen Feldstiirken von hdéherer Ordnung

1) Wir schreiben G4 €45, G, €, usw. statt §z% €% usw., um Ver-
wirrung vorzubeugen; letztere Zeichen bedeuten nimlich im folgenden
keine Quadrate, sondern die aus dem zweiten Potential abgeleiteten
Feldkomponenten. Es sei {ibrigens noch bemerkt, daf weiterhin im vor-
liegenden Paragraphen der Index ¢ durchweg weggelassen ist, da wir es
ausschlieBlich mit Komponenten des duBleren Feldes zu tun haben.
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(el

verschwinden, wie die iibrigen. Dem entspricht es, daB bei
unserem Grenzitbergang der Beitrag der vier letzien Terme
von (31) verschwindet.?} Fir die weitere Rechnung empfiehlt
es sich, die beiden Glieder &, €, und €, €, zu gleicher Zeit
zu Dberficksichtigen. Schreibt man dann fir den von diesen
Produkten herruhrenden Teil &, des ganzen Lichtdruckes &:

(52; ————ff'@ ¢, —1-@; ¢ )COb PdFde,
so wird der zelthche Mxttelwertz‘
2 =
( 7?2 A — . —
S If b 7 2N { 7§ ' 7,

ey (M@ =T | L+ G+ BT+ L + 5
D2 - J oo

¢ 0

+ (£ + B+ L)E, + B + Fyicos & sind dd dg.

Zun#ichst ist nun nach (24):

(54; T = ¢ikreesd cos & cos g

und nach den in §5 fiir die Potentiale 77 ¢ und Z% an-
gegebenen Gleichungen (29) bzw. (29" durch Anwendung der

Formeln (3) und (5"

{1 &I 1 dL k) dP.}(cosd)
gfl_— r 8rod > Al 75— dktr) d cos @,
o4 .
o kS 1, ﬁ o Lu (k7) P‘(cos&)
{1:3”_ rsing 6¢ 2 Er sing 8¢
Analog erhialt man:
/ Z?’e — eikrcos&siﬁga,
o G
1 &2 r I, y v dLi(kr) Pl (cos §) .
— —_—— S’ - sin
PR F} rsind 6rdg A Er d&kn sin & ¥
WO
~ P, (cos &
ek or i, L ST, s Ltk AP {cos )
- — Y == — - n
=% 22, AT iz Sne.
1

1) Der genauere Beweis dies,_er Behauptung ist in der Dissertation

ausgefithrt.
2) Der korizontale Strich bedeutet wie iiblich den Ubergang zur

konjugiert komplexen GroBe.
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Setzt man diese Ausdriicke in (53) ein, so erhilt man
nach Ausfihrung der Integration nach ¢, da

.
N |o

cos«g&dg;v-jsm gdog =z,
o
fir M(&,) folgende Darstellung:

ME) = ELSL {7f(0032& + 1) cos & sin & d&
0

= ’ ,
“:nf 27 3 dpnl ml oy

A e“ﬂf““’{cosff -+ P \cosﬁsm:ﬁ“dﬂ'
L L g ' osing)

O
s

e ey
A7 / — iR cos P, dP
i DTARS K (cosﬁbm# Xcos&sm&d&
4]

2 Sm :ﬁ
>A”‘A’°i:r Tr

.
(1
[ep]
N
] HM g

dPL P} | 4P} P, \ ,
J(d& sns T 46 smg)00sYsmddy
U

[v e} [ o] —
1 ) Em & 2 tm Lu )
- 2ZZ<A Aa Er kr A"‘An]'risr/

dpy AP, | Pj \
f( is dy 7 s;n&sm#/cosﬁ&n&d&

0

Verglichen mit (58) entspricht die erste Zeile der obigen

Formel (56) den Gliedern 7.7 -~ F F , die zweite und dritte

den Gliedern
@+ Tn)+ @ F - RE,

bzw.

@ T, + 1)+ (FF, *FF)

die vier letzten endlich den Gliedern
(0T, + 1, 1) + (F, F, + F, F),
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bzw. L B _
@4, + 1,1 + (& F, + F, ).

Die hier auftretenden Integrale nach % sind in § 8 an-
gegeben; unter Benutzung dieser Werte sowie der Beziehung

j‘cos'&ﬁ- sin & d& =fcos:9* sindd& =0
0 ‘

erhilt man:

| DN (— iyl + 1A

Z
G
I

]
2

oy d w) g d
1 5 Wn T s Ln YWn
(A"‘ kr dikry kr A, kr " d{kr) /./r)

yn(n-{—l)AlA D s s s

2n + 1 7 Du du

%‘%—Ll)(n-i-g ruf
™ y 2+ 1)(27 + 3) (_1 ar1 b Car + Al Anfl Sn \n-}-l)_&

Indem wir diesen Ausdruck mit dem vorigen zusammen-
halten, bemerken wir: die erste Zeile von (36) ist bei der Inte-
gration fortgefallen; die zweite und dritte sind in die erste
Summe des jetzigen Ausdruckes iibergegangen; die Doppelsumme
der vierten Zeile hat sich, weil das Integral nach & nur fir
m = n von Null verschieden ist, auf eine einfache Reihe
reduziert, shnlich ergibt sich die Doppelreihe der vorletzten
Zeile des vorigen Ausdruckes, da in ihr das Integral nach &
nur fir m =2 — 1 und m = » 4+ 1 von Null verschieden aus-
fallt, zunichst gleich der Summe zweler einfacher Reihen, die
in der Form:

oo
’

m—lﬁnm+iﬁ(— 1,n1 La s Ln—1 Q)
F 2n = 1)(2n + 1) 21 AL Lr kr + AL A kr kr

, - 7% (n 4+ 1) (n + 2)?
R < @En+L@En+3)

Er Lkr s T kLr L

L+l &), Tnti ¢
(s B0 5 Ry B )

erscheinen. Ersetzt man in der ersten Summe dieses Aus-
druckes den Summationsindex » durch = -+ 1, so lassen sich,
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indem noch der Umstand benutzt wird, daB das n=1 ent-
sprechende Glied Null ist, in der Tat die tbereinanderstehenden
Glieder bis auf den Faktor 4 als reeller Teil derjenigen Reihe
schreiben, die in der letzten Zeile des Ausdruckes (57) steht.

In (57) wollen wir jetzt-den- Guenziibergang zu unend-
lichem r ausfihren; wir dirfen dabei die Funktionen { und
durchweg durch 1hre asymptotischen Werte fir r = oc er-
setzen.l) Aus (18" folgt fur unendhch groBe Werte des Argu-
mentes sofort:
d.:,é{k?”]';_ X2 —-ii;r

e

kr _._2’3’14'1"1 —&?Tq [
/ *TdEn >

ot

wihrend die Zusammenhangsformeln (14°) verbunden mn: den
Entwickelungen (18) und (13') ergeben:

’l]!)n(kr) (Z"""* e ik b (— Z\ﬂvle‘;ﬂ.)y

so daB:
d (pﬁ(kr) 1 oy — ik g FETIRY
dlir) kr 27 (l?'e F —r(——z)zeﬂv?’)
und
da dy, k) 1 e _ .
dbrykr d{kr) =T 2kr (Zn-rie mr'f‘{-*l)”'*‘le’-“),

Setzt man nun diese Werte in (57) ein, so erhilt man:

oG
.z -2k s' el g f At — Al
M(Sl)_ _ %i{je ikr PEce n\n._:_ I)T

1

v

[}
AL + AR Yn(n -+~ 1)+
1 2
. — AL AL

oo

— . 1
RN —‘~> — p\ntlplp - N2 _—
(88) “_-,( ) \ i J 9 U 2n =1
1 1

oo
. ?2"(% -+ 1)(% -+ 2) ! 2 \-.%
+ 22 (2 + 1)(2n + 3) (An Avr1 - AL ”"l’j

Berechnet man in gleicher Weise den zeitlichen Mittel-
wert des von den magnetischen Komponenten £s und £, her-
rithrenden Teiles des mittleren Lichtdruckes M(Z,"), so er-
hilt man

1) Fir die nihere Begriindung vgl. man die Diss. § 8.
Anpalen der Physik. IV, Folge. 30. 1
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3

o0
. B N S . A — A
M{Ql‘} = % R E_ e ,_.‘u.r > satl ﬂ{’l}: + 1) , . 5
e ¢ i -
oo oo
Y ALl + A T 2{n + 1; T oac
587 -+ {—~ "’*‘lfz {n -r— 1) - & > tn + 1) AL AL
\ J e -—-n 2n + 1 .
1 e -
N A+ D 2 T A N
-+ l> R ATRAT S e Az H-‘.Uj
wl—— [y

C2n + 1) (e

ein. Ausdruc®  der aus {68) durch Vertauschung von A! mit A2
und umgekehrt entsteht und. sich dementsprechend von (58)
nur darch das Vorzeichen des ersten (Gliedes unterscheidet. Die
Rechnung erfordert keine anderen Integralwerte wie die bereits
zur Ableitung von (57) benutzten, wie die folgende Zusammen-
stellung der magnetischen &- und ¢-Komponenten verglichen
mit (54), (54") und (55) zeigt. Nach (24) und aus (29) und (29
folgt namlich uanter Benutzung von (5) und {(5":

O, = — ¢iFrcsd cosf sing,

.k or I, 1 & (/M" P.l(cos &) .
Ql—lrsis{f d¢ SA sin & sing
LA T, o 1 A5 (5P AP, (cos &)
@2_78 68 > A, LEr dikr) dd sing,

(pe = — plRT COS cos ¢,
kor L L (A ) d P, (cos &)
D =—i - _——LYA o COS @,
o]

z s 1 d& k)P, (cosd)
¢ wom o TR 2+ - .
D, rsind drdg ZA% kr dr) sin O cos ¢

Benutzen wir die schon hervorgehobene Tatsache, daB in
der Grenze fir r = oo der Beitrag der vier letzten Terme
von (51) verschwindet, und definieren wir schlieBlich noch mit
Riicksicht auf (83) und das auf p. 73 iber den Zusammen-
hang von A * mit A * Gesagte neue Abkirzungen

ju

/A5G — 1 1 2 2 2
(59) et =0'+7b und «?=a?+ 1257,

1
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Lichtdruck auf Kugeln von

indem wir setzen:
29 - 1 e S . 29 = 1 F
60y A =it e, REERETT T et

nei{n + 1;

so erhalten wir durch Additiop

sammenfassende Resultat:
Erkliirt man die kompleze

Formeln :

/I ;n (ka (J} /“7. lr"rs/

‘n«‘

x.

- 2 2, 12 2y w, gy ki) (/6/‘03} =

a; + ib} — T

3 -gk/vaa/) f’u ’I,jn ("’za') - é‘

wobel mit Rucksicht darauf, dofi das duflere
Ather st

] w o w

Z~a=l*—, ZO“ '::Z»———’ Z;-': - "'

3 ] - e a c*

/69\
2
. LE® o . w @ > & u o TR

S [ —_— ARl e = L] — :

lﬂi =1 e _i— e ) /52 -—-G_‘a., }fz- _ 62 z 82 ;

so ist der zeitliche Mittelwert des Lichidruckes auf eine Kugel
vom Radius a, bestehend aus einem Material mit den Konstanten
&, u, 6, dargestellt durch

o0
r T 2 +
9 =2Zq nta%—“‘“' -S' - Z,te?
M) R E_. +1) mn-—1) n
/f\.\) 1
(63) o ) . :
nin+2) _; , L= 9
— [ /. [ v i
< 7 + 1 g g1 "T- ¥n n-;-l/}

oder

Y 2n 4+ 1 1.2 17 3
63" D CRTAE AR
1 -

-
1

o
N 7 r + 2) 2,2 i 722172 N\
- > n = 1 (an an 1 + 5/0 IZ-".L—.I— G Qpe1 T bnbn—*—l,\/; ?

unter der Voraussetzung, dafi die cinfallende ebene Welle linear
polarisiert ist und die Amplitude 1 hat. Fur eine beliebige Am-

=
7 *
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plitude wird sich (63} dew. (63 noch wmit dem Quadrate der-

selben multiplizieren.

Es ist bequem, @éum Lichtdruck zu vergleichen mit der
gleich dimensionierten @k #Be des Mittelwertes der Energie ¥,
die sich iIn der einfali&nﬁ% @,‘gqe pro Lﬁggeneinheit der Ein-
fallsrichtung in einemseils Bngel umschriebenen Kreiszylinder
befindet, und welche bekaantlich mit der pro sec durch 1 cm?

senkrecht zur Fewipammangsrichtung von dieser Welle ge-
forderten Energs& ¥ zgsammenhingt mittels der Formel
(64) W=mat.

B [

Bedenky man, daB die pro em® vorhandene Energie der
einfaltenden Welle dem halben Quadrate der Amplitude gleich-
kemmY, se wird fiir den Fall, daf diese gleich 1 genommen wird
() W="-a%,

o

fihrt man dann noch in (63) statt 2, die Wellenlinge 7 dieser
Welle ein durch die Formel

(65) =27
J -

=~ 7

Ly

3

so erhilt man schlieBlich:

i (8)2: I;'_ }’ ”Oﬁ . 1\ (Iﬂ_l-‘—(?n — 292+1 _2a2
W "E'a" Z ; n(n %

n(n+0> b 1
- S_, 72--1 an-;-l"‘”n“nq-i) ’

(66) <

:)

| Ee—

9

und entsprechend in den reellen GroBen o, «,% £,%, 4% ge-
schrieben:

2 20 + 1
(66,)4 - 7@’7;;,_:_1)\71. +516

2 n{n 4+ 2)
- 7:—1—‘(0«140711:—LT5 bﬁiq—; i an,an-rl 6 bﬁ%

;_._,J
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Nach der gebrauchlichen Anffassung des natiirlichen Lichtes
sind wir berechtigt, (66) bzw. (66") auch: fiir dieses anzuwenden.

Wir heben noch den Spezialfall einer vollkommen reflek-
tierenden Kugel hervor, in dem «,' und «,> die einfache Ge-
stalt annehmen: ‘ o i

I 5 1., (L

R R
welche Formeln aus (61) hervorgehen, indem man die Leit-
fahigkeit ¢ unendlich groB werden laBt. Wir haben somit
auch fir diesen, in der Kinleitung genannten, schon von
Schwarzschild behandelten Spezialfall in {63} bzw. (63"
(oder auch (66) bzw. (667), eine neue, und wie man sieht,
wesentlich vereinfachte Losung gefunden.

§ 8. Ableitung der in den beiden vorigen Paragraphen
benutzten Integralwerte.

Um den Wert der verschiedenen Integrale zu finden, die
bei der Berechnung des Lichtdruckes benrutzt werden, kann
man natiirlich in mannigfacher Weise vorgehen.

Am einheitlichsten und tbersichtlichsten scheint das
folgende Verfahren, bei dem aufier der Entwicklung (27) fir
et¥rcos? qpur die zwei Zusammenhangsformeln (15) fir die
Funktionen +, mit verschiedenem Index und die eire funda-
 mentale Integralrelation (18} fiir die Kugelfunktionen benutzt
werden.

Um Formel (38} zu erhalten, brauchen wir zunichst die
beiden Integrale:

o 1 i
(68) Jl:femos'f»(cosﬁdpf‘ o B )co.nﬁ“smzﬁ“dﬁ*

([ a& sin &
T
. 1 i
(69) an.——.fei“”ﬁ(cos&si};“& - “;];f )cosﬁsin&‘dﬁ,
0 .

wobei zur Abklirzung kAr = z gesetzt ist. Betrachten wir zu-
nachst J Y, so kann man schreiben

5T

1 d .
) 1_- B "
68) J1=L1 2L ewcow(cosﬁ

0

dP,t PLEAY

a5 + &} Sinﬁd?&',
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oder, indem man im ersten Term dieser Summe partiell inte-
griert!) und cos?< darch '} — sin®J ersetzt:
2 ‘
Jr=2 L [ izeso25int S 1 iz cos & sin? ) P2
; 57
oder auch:

f'j_,:_j //‘V n
(68" 1= (2 d‘lx +s jz) f gz e ? P1sin? & dig,
© 0

Nun ist nach ( )

ezx\’.ouo‘___ > zm(‘)” __5__ 1\ wm(x)P

U'

woraus “durch Differentiation nach <+ und Division mit iz folgt

oo

(70) eixCOSﬁSin G = y - }_/\.) ’)7!+ 1\ Q,Jm<$) P 1

b

U

Setzt man diese Reihenentwickelung in (68”) ein, so erhilt man
unter Benutzung der Fundamentalformel (18):

d w (%) d .l
-2 D L i o
dz ( = P iz & )’

(71) Jr=2nn+41)i""

was noch durch Ausfithrung der letzten Differentiation in die
einfachere, in § 7 benutzte Form

7 _i_dgun(m)
de = dz

(119 Jl=2nn-+ 12
fibergefiihrt werden kann.

Beriicksichtigt man, daB die Differenz von dem in (68)
auftretenden (noch nicht nach = differentiierten) Integral und
J 2 den Wert hat:

T

[eteems prsin 949 = 2nlat 1) a0
y

wie sich aus dem Vergleich von (68”) und (71) ergibt, so er-

hilt man:

12) J2i=2nn+ 1)1

1% + dx x?

w, () d . (o))
z* *

1) Hier und im folgenden verschwinden stets bei den partiellen
Iantegrationen die Glieder ohne Integralzeichen beim Einsetzen der Grenzen.
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oder auch
d_ yu(@)
dx =z

1787 2 = 2%y \ g1
(7124 SE=2unln+1)i"

V22

Hiermit sind die zwel ersten in (36) auftretenden Integrale
gefunden; es eriibrigt noch die zwei anderen

br4

P 1 Pl dP 1 d’PI .
£or O > 1 w [ Yim £
(13) A//n,'n:'f<sin,& g T a5 “d&‘“) cos & sin ¢ d&
O
und

5T

¢ o 5 -ml d Pnl d sz Pnl - P
(74) ﬂwl,az=J (P + Y cos & sin & d &

sno d& | do sing )
0

zu bestimmen. Wir wollen jetzt zeigen, wie diese aus J !
und J,2 (vgl (71"} und (72%) folgen unter Benutzung der Rela-
tionen (15) zwischen den v, verschiedener Ordnungen.

Nimmt man Ricksicht auf die Entstehungsweise dieser
Integrale aus den elektrischen Komponenten 7 und 7, so liegt
es mnahe, fiir e?<es?cosd bzw. efzcs¥ in J 1 und J,2 die
Entwickelungen einzusetzen, welche sich unter Benutzung der
Formeln (5) und (5) aus den in § 3 abgeleiteten Potentialen
der einfallenden Weile ergeben (und die von den soeben be-
nutzten Kntwickelungen formal verschieden sind). Man er-
halt so:

: o0
01705 B 008 G e e T gt 27;»2+E\ 1 dyn (@) d Pl
cos @ e mim+1) © dwx d&
1
77 R\
(75
(S o .
- S!im 2w+ 1w, &y Pt
{ | el m(m+1) ®  sind
1
und
[+ o
pi®COS P — __ F. _ yim_l 2m + 1 _l_tl’lpm(x) Pt
sin @ o m{m+1) € dx sin&
(7 .
(76) ¢

8

N yim 2m + 2 .l dei.
H 3
P m{(m+1) « as
1
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Setzt man diese Entwickelungen in (68) und (69) ein, so be-
kommt man fir J ! und J,* die zweite Darstellung:

= .
"N e 2 4+ 1 1 dyx (CL’) - - Y (CC} 2 \x

JS = > R = ]lm at i Am,'u i
B /

* e (e + 1) dx %
(77) :
oG
J 2= yim"l 2m + 1 ; W () K ,1 dgpm(,,;) 5
e e 7 (e + 1) T ey 1 © d z W, n

und durch Elimination von X, , bzw. X2,

o0
. 3 . 1 d ’—7-,, 1/ H (x\ 71
-ty

“ z dz i man z
,??) J 1
oo
1 1 d 2 y m—1 ( U’ (3:3 <
— P R S 2 g — {) m 3
i, = 727 Z m+ 1) KZ..
1

Aus diesen Formeln ist jetzt der Wert von X, , und X7,
nach leichter Rechnung zu entnehmen. Zunichst ist namlich
nach (71) und (729

) 1 . 1 d _d v, d 1 dw,\
— 1 Z_. D, el | T e TR T i
v, z dz z n{nt 1 (a: dw *dw @ dz w dxz )’
oder da ~
1 4 d v, d 1 dy. W,
xdxx,/zx—dx?dx—*__ﬁ—
. 1 d ; . Y
7 QY 1 2 __ ¢ ., 1 Ya
(18) — i +_a:"—d?z‘7n = 2n(n+ 1)t .

Eine gliedweise Vergleichung von (78) mit der zweiten Glei-
chung von (17) ergibt also das Resultat:

177 O .
(79 Kol | 22l2D)
¢

Ktwas mehr Rechnung erfordert die Bestimmung von X, .
2

Man erhilt wieder durch Einsetzen der Werte von J ! und J ?
zuerst:

‘—ZJ +———.’1’J1 972\12—i—1\2"‘*<d L2 1 d a4 1dyy

wdwldz x dz )’
Indem man die Differentiation ausfihrt, sieht man, daB man
fir die Klammer auch schreiben kann:

d 1 [y, |, \ 1 dvy,

dz @ \da® + ”)—i_—x—s—c?—f;—

ax @
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so daB man mit Riicksicht auf die Differentialgleichung (7) fiir 4
erhilt:

1
y 2
—id 2+

<

, 3 / d 1y, 1 dwy,
=2n(0+ DI alat ) B+ d*;)

Fabrt man schlieBlich noch die Differentiation im rechts-
stehenden Ausdruck aus und ersetzt sowohl dy, /dz wie v jz
nach (15) durch ihre Darstellungen in vy, , und @, ,, so folgt:

—~ i =z}
8O R x dz
CA I
72(5'3'{'1) i' 2 W 9 Wa s -«]
_ 9 w2 |/, (g — 1\2 P23 i 1 N2 Pmt .
t.__., P ¢ Lvt—i—-l)\/{. 1) e nn + 2) p: }

Die gliedweise Vergleichung der so erhaltenen Formel mit der
ersten Gleichung von (77) liefert also das Resultat

(O . . . . . mErw—1lodermsEn+1,

5 (n—1) »(n+1)

(81) K,,f,n =3 " @n—-1En+1)
n® (n+1) (4 2)*

| “EGrnrDerT s

m=7n—1,

m=1n - 1.

Damit sind jetzt die im vorigen Paragraphen auftretenden Inte-
grale ausgewertet. '

§ 9. Der Lichtdruck auf sinen schwingenden Dipol.

Schon in der EKinleitung wurde hervorgehoben, daB unsere
allgemeine Bestimmung des Lichtdruckes keinen Anspruch
darauf machen kénne, auch noch fir ganz kleine Kiigelchen
Giltigkeit zu besitzen, welche nicht als Konglomerate sehr
vieler Molekiile betrachtet werden kénnen. Wir werden deshalb
in diesem Paragraphen noch den Fall untersuchen, daf eine
ebene Lichtwelle auf ein Molekiil fillt, indem wir uns die aus
der Dispersionstheorie geliufige Vorstellung bilden, daf der
fir uns wesentliche Bestandteil desselben aus Klektronen be-
steht, die durch quasielastische Krifte an ihre Ruhelage ge-
bunden sind. Die Elektronen werden durch die auffallende
Welle zu Schwingungen angeregt, bilden also Stromelemente,
auf die das vorhandene elektromagnetische Feld eventuell ein-
seitige Wirkungen ausiiben kann. Wie in § 6 auseinander-
gesetzt, geniigt es indessen, das Feld in gréBerer Entfernung
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des Molekiils zu kennen, um den Lichtdruck berechnen zu
kénnen.

Um die Verh#ltnisse nicht unnétig zu komplizieren, nehmen
wir ein einziges schwingungsfihiges Elektron an, das bei ge-
niigend kleiner Dampfung nur Wirkungen ausiibt, solange die
auffallende Wellenlinge in der Nihe seiner Eigenwellenlinge
liegt. Den Fall mehrerer Kigenschwingungen des Molekils
kann man dann durch einfache Dberema,nuerlagerung erhalten.

Die einfachste Losung unserer Grundgleichung (3) fiir das
Potential I7, aus der mittels (5) ein elektromagnetisches Feld
folgt, ist \

(32) o 10, = CF, (k) P,o(cos ),
wobei C eine verfiighare Konstante und 2,°(cos &) = cos & die
erste zonale Kugelfunktion bedeutet, wihrend (187 ergibt

g (hr) = — o= ik (1 — ;{}.

Berechnet man aus (82) die Komponenten des elektromagne-
tischen Feldes mittels (5}, so sieht man, daB dieses Poten-
tial J7, zu einem schwingenden Dipol gehort, dessen Achse
in der z-Richtung liegt (vgl. Fig. 1). Hat dieser das maximale
Moment m, und wird dasselbe zur Zeit £{=0 erreicht, so er-
gibt die Vergleichung der aus (82) folgenden radialen elek-
trischen Komponente fiir die unmittelbare Umgebung des Null-
punktes mit der bekannten statischen, fir C den Wert

e, .

47

’83} C=—1k

Die ebene einfallende Welle, die wir allen unseren fritheren
Betrachtungen zugrunde legten, schritt in der negativen z-Rich-
tung fort, wihrend ihre elektrische Komponente in der z-Rich-
tung gerichtet war. Die Schwingungen, die durch diese Welle
im Molekiil erregt werden {und nach auBen hin wie ein Dipol
wirken), liegen demnach auch in der z-Richtung, so daB wir
die Achse unseres Dipols ebenfalls in diese hineinlegen miissen.
Fig. 1 zeigt dann ohne Weiteres, daB man statt (82) setzen mub

(821 =5 (k1) sinJ cos ¢ .

Uberdies nahmen wir die Komponenten unserer einfallen-
den Welle proportional et«@?, Im allgemeinen wird nun der
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Dipol gegen die einfallende Welle eine Phasenverschiebung 2
zeigen, sein Moment ist also zur Zeit 7= 0 nicht m,, sondern
m,e~*F, 50 daB wir schlieBlich fir das Potential der von dem
Dipol ausstrahlenden Welle erhalten:

/R4) . — ik i \ g .
(B4) r Il = — ik e~ P L (kr)sind cos ¢.

Die zwel hier noch unbestimmt gebliebenen Kounstanten
und & werden durch eine Sonderbetrachtung iber die Be-
wegungsgesetze des Dipols, derentwegen wir auf die Original-
arbeiten von Planck?) und Abraham? verweisen, durch In-
tensitdt und Phase der auffallenden Welle ausgedriickt.

Unter der Annahme, daB der Resonator nur durch Strah-
lung Energie verliert, erhilt man fiir die Phasenverschiebung 2
die Formel:

- « G by [ 138
{80: g B o= ¢ [—)——\—_r:

’ ﬂ}_/_}:{_’_z
7

wenn ¢ die Dampfungskonstante® und 2, die Eigenwellenlinge
des Oszillators bedeuten, wihrend 7 die auffallende Wellenldnge
ist. Zugleich ist das maximale Moment

'86) my =~ i3sin 3,

wenn wir der elektrischen Amplitude der auffallenden Welle
den Wert 1 geben, wie wir das in den vorigen Paragraphen
stets machten.

Der zeitliche Mittelwert des Lichtdruckes M (R} ergibt sich
jetzt ohne weiteres aus (63). Bei unserem Dipol ist nidmlich
17, = 0, so daB alle Konstanten A ? verschwinden, wihrend bei
1r, (vgl. (29)) nur der erste Koeffizient A * von Null verschieden
ist und den Wert hat:
Al
k‘Z

=ik e iF,
47

1) M. Planck, Vorlesungen lber die Theorie der Wirmestrahlung
p. 1004f. Leipzig 1906.

2y M. Abrabam, Theorie der Elektrizitit p. 58 u. 117. Leipzig 1908.

3) Die Diampfungskonstante o ist hier definiert als log. des Ver-
héltnisses zweier um die Zeit einer Vollschwingung mnacheinander er-
reichten Amplituden des frei schwingenden Dipols.
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Weiter hingt nach (60) die in der allgemeinen Formel (63)
vorkommende GroBe « ' mit A;' zusammen mittels der Formel:

A

95
I/'\"\» 1___“ - 1
(88) @ =— A,

so daB wir schlieBlich erhalten?®):
2o e IR, o
3 3 o —iF%,
L2 R {2}6 4t ¢ f_!
Substituieren wir noch fir 2 = w/c die GroBe 2z /2 und

fir m, den Wert (86), so kommt:

I3 Y LA

’ \ 5T - 3 - .
(89" ME = —mysing = —A’sin® g
oder unter Benutzung von (85)
e I
89" Mg = s
47 G Ao®/A°
1Lt
se? (1 — A% A%

Die mechanische Wirkung des Lichtes ist also fiir alle
Wellenléingen ein in Richtung der fortschreitenden Welle ge-
richteter Druck, der ein Maximum erreicht, wenn 8 = n/2,
d. h. wenn die auffallende Wellenlinge 4 mit der Eigenwellen-
linge i, des Dipols iibereinstimmt. Letzteres gilt nur an-
nihernd und nur, solange man die Anderungsgeschwindigkeit
des Faktors 1* neben derjenigen von sin?f vernachlissigen
kann, was indessen bei geniigend kleiner Dampfungskonstante ¢
immer erlaubt ist. Fir unendlich kleine sowie fiir unendlich
groBe Wellenlingen ist der Lichtdruck Null; im ersten Falle
verhilt er sich wie A2 im zweiten wie 1/i* der Maximalwert
betriagt 32,%*/4m und ist also von der Dimpfung unabhingig.?

Die pro cm3 in der auffallenden Welle enthaltene Energie
ist gleich dem halben Amplitudenquadrat; nennen wir weiter

i) Ist die Amplitnde der einfallenden Welle 4 statt 1, so sind die
rechten Seiten von (89), (89) und (89”) noech mit 4% zu multiplizieren.

2) Die ponderomotorische Wirkung von Wellen verschiedener Natur
auf Resonatoren wurde besonders eingehend experimentell untersucht
von P. Lebedew, Wied. Ann. 52. p. 621. 1394; 59. p. 116. 1896; 62.
p. 158. 1897. Den im obigen § 9 zugrunde gelegten Verhiltnisse ent-
sprechen indessen nur die in der letzten Abhandlung p. 168 angefiihrten
Versuche.
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noch™ die zum Wellenlingenbereich di gehtrige auffallende

Energie 8{4)dA%, so bekommen wir fiir den von dieser Strahlung

herrithrenden Teil des Lichtdruckes mit Riicksicht auf Apm. 1

der vorigen Seite den Wert
3 S&
Zx

Wisin? B di..

Fir den ganzen auf dem Dipol lastenden Druck folgt also:

oo
fS (L) i*sin®8d 1.

0

I \ oy —
\901‘ M \\V/ -

Z2ae

Der Dipol schwingt indessen nur wesentlich mit fiir Strahlen,
deren Wellenlinge nahe gleich 7, ist, wir diirfen also fiir
2*8(14) den Wert 2, 8(2,) substituieren und vor das Integral-
zeichen ziehen. Weiterhin ergibt sich aus (85) niherungsweise
unter Beriicksichtigung der Kleinheit der Dampfungskonstante ¢
- _ 0k d§
dr= 2 sin*f ’
wihrend die Integration nach der Variabelen 8 von @ bis 0
auszudehnen ist. Wir erhalten also schlieBlich

3¢ . .
G0N v 8Q757 1
(90 M@ = = 1,3 8%

Wir wollen jetzt die Eigenwellenlinge unseres Dipols zu
J, = 600 pu annehmen und wollen die Kraft berechnen, welche
an der Erdoberfiiche infolge der Sonnenstrahlung auf ihm
lastet. Identifizieren wir die Sonne mit einem vollkommen
schwarzen Kborper von der Temperatur 7000° C. absolut, so
wird nach dem Planckschen Strahlungsgesetz
8y =138.1012 5 .

sec . em?®
Es ertibrigt noch, auch fiir ¢ eine Annahme zu machen. Wir
wihlen den schon auBerordentlich kleinen Wert
c=>5.10"¢%,
der der Dampfung eines gewdhnlichen Elektrons entspricht

und z B. noch Interferenzen bei 50 em Gangunterschied ohne
weiteres zulassen wiirde. Aus (80°) folgt dann:

M) = 1,1.1072Cdyne.
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. Berechnet man andererseits die Kraft, womit z. B. ein
Wasserstoffmolekiil von der Erde angezogen wird, so findet
man, da die Anzahl Molekiile in 1 em® bei 0° und Atmo-
sphirendruck gleich 2,8.10'° ist fiir die Gravitationswirkung G
der Erde, den Wert:

G = 0,32.107* dyne.

Der Lichtdruck ist also fur einen Dipol abnorm groB, wie
. der Vergleich mit den numerischen Resultaten der folgenden
Paragraphen besonders deutlich zeigt.

Drittes Kapitel
Niiherungsformeln und numerische Resultate fiir den Lichtdruck.
§ 10. Vorbemerkungen.

Die Formeln (63), (63" oder auch (66}, (66") des § 9
16sen mathematisch gesprochen das Problem der Bestimmung
des Lichtdruckes fiir Kugeln aus beliebigem Material. Will
man indessen ein Bild des wirklichen Vorganges gewinnen, so
hat an dieser Stelle erst die Diskussion der Formeln ein-
zusetzen, welche vom physikalischen Standpunkt aus als Haupt-
sache zu betrachten ist und ziemlich verwickelte Zahlenrech-
nungen erfordert. In den ersten drei folgenden Paragraphen
werden wir drei verschiedene Fille getrennt behandeln: in § 11
-die vollkommen reflektierenden, in § 12 die dielektrischen nicht
absorbierenden und in § 13 solche Kugeln, bei denen dem
Material {in der iiblichen Bezeichnungsweise) ein komplexer
Brechungsexponent zukommt, die sich also dem Licht gegen-
iitber wie Metalle verhalten. Die Diskussion werden wir durch-
fihren und durch Zeichnungen erliutern, indem wir fiir Kugeln,
die klein sind, im Vergleich mit der Wellenlinge des auf-
treffenden Lichtes eine Entwickelung nach Potenzen des Ver-
hilinisses Durchmesser der Kugel durch Wellenlinge ansetzen,
dagegen fir Kugeln, die mit der Wellenlinge vergleichbar
werden, die Formel (66) numerisch behandeln. Sobald in-
dessen das obenerwihnte Verhiltnis mit 1 vergieichbar wird,
fangt die numerische Rechnung an praktisch undurchfihrbar
zu werden, da man dann schon fiinf Glieder der Reihe (66) mit-
nehmen mub, um eine gentigende Niherung zu bekommen. Man
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iiberzeugt sich andererseits leicht, daB die zugrunde gelegte
Reihe fur alle Werte des Verhiltnisses Radius durch Wellen-
lange konvergiert. Man wird demnach darauf ausgehen, die-
selbe so umzuformen, daB die neue Form brauchbar wird fir
groBe Werte dieses Verhiltnisses, welches in den Funktionen
als Argument auftritt.

Die schlechte Konvergenz rithrt, wie man ohne weiteres
sieht, davon her, daB die in den einzelnen Termen der Reihe
auftretenden Zylinderfunktionen bei groBen (der kleinen Wellen-
lainge entsprechenden) Werten des Argumentes mit steigendem
Index nur ZuBerst langsam abnehmen, so lange wenigstens, wie
dieser kleiner als das Argument ist. Durch diese Bemerkung
wird man also auf den Versuch gefihrt, Niherungsformeln fir
die Zylinderfunktionen zu konstruieren, die bei beliebig ver-
anderlichem Index dieselben fiir groBe Werte des Argumentes
ersetzen konnen. Solche Naherungsdarstellungen habe ich an
an anderer Stelle!) abgeleitet, und es zeigt sich, daB es tat-
sichlich mit ihrer Hilfe gelingt, von der genauen Formel (66)
aus den Ubergang zu kleinen Wellen zu machen. Niher aus-
gefithrt wird dieses in den Paragraphen 14 und 15 dieses Kapitels.

In § 16 schlieBlich werden die Besonderheiten der Licht-
druckkurve in Zusammenhang gebracht mit der Existenz von
Kigenschwingungen.

§ 11. Die vollkommen reflektierende Kugel.

Wie schon am Ende des § 9 hervorgehoben wurde, nehmen
die GroBen ¢ der Reihe (63), bzw. (66) in diesem Falle die
besonders einfache Gestalt an:

1 e ka 2 Yulba

v T Likay’ T L(kay

Zur Abkiirzung werden wir im folgenden fur das Argument
ka = 2m(afl) den Buchstaben ¢ benutzen und wollen nun zu-
nichst eine Niherungsformel ableiten fir das p. 92 definierte
Verhiltnis M(Q)/# bel kleinen Werten von ¢. Ks empfiehlt
sich sowohl hierfiir wie fiir die numerische Rechnung die
GroBen ¢ ! und % in Reelles und Imaginires zu trennen und
dann fur M (R)/# die Darstellung (66 zu benutzen. Die

91) ¢

1) Vgl. die demnichst in den Math. Ann. erscheinende Abhandlung.
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Trennung gelingt sofort unter Benutzung der Zusammenhangs-
formeln (14). Man findet ohne weiteres aus (91} fir die
darch (59) definierten GréBen « %, 4} «* und &

K;‘ 3 4“2

1 2
a. = e [2) == -yl
,19_—)\ [ “ 14 }7‘1‘ % 1 + ‘fnz
H -~ A - -y -,
\ J { 5 1 }/n ’ 2 o
T e TR e Ty
n 1+ Y2 ? ) 1+ 272

wenn man abkiirzend setzt:
93 Y, =@ g 0@,
\ ) % ;/70’ (O) ’ " /Il <O>
Fiar kleine Werte von ¢ gilt nun nach § 3 in erster
Niherung:

N e 1
v (o) =5 o= —>
N
1 f(;—i—g . ’(0¥—__1_
lyi\\/—-g’ /1 N 92’
so daB man bekommt:
2 1
=3 7 3
No=—50% 4 =590
und damit in derselben Niherung:
4 2
1 6 1 3
a' =5 b4 3¢
2 1 6 1 1 3
al 2'9—9 ’ bl ""'”'——3‘9 R

Setzt man diese Werte in den Ausdruck (66" fiir M (Q)//#
ein, den wir unter Einfithrung von ¢ schreiben wollen:

M (9) 4 -
) == ' S,
(94) _W_—?"[SI“SZ—SM
mit
oo co
51292—3—1, 1, 2 N 2n-41 1 9
=ER ] 2 l\u'/z Twn)'—_ ; 2 (a'n Tan)’
1
oo
2n41 —1 9 2n+1 1 o 17 2
= 2= a,2-+518 2
= ER2’9’&(’/&%—1) % i n(n.i_l)(afn n =+ n “n/?
(95) 1

. w(n——l)/_
=R S, (7,1 + O )

7+ 1

2’7@(”'*') 1 171 2 2 27 2
= (an an1 + bn 592+1+ ay an+1+ bn l'n-i-l} ,

7+ 1



Lichtdruck auf Kugeln von beliebigem Material. 105

so erhalt man:

] M (@) 205 .. 02 1 14
‘96) — = — 0% + = = -0t
‘\gbf W 92 Lﬁ S T 6“}} 3 ¥

indem die dritte Summe §, in dieser Niherung keinen Beitrag
zum Resultat liefert. Dieselbe Niherungsformel wurde schon
von Schwarzschild angegeben!); es hat gar keine Schwierig-
keiten, sie durch weitere Potenzen von ¢ zu vervollstdndigen,
indem man mehrere Glieder der Summen § und der Reihen
fiir 4, und Zy mi{tnimmt (allerdings ist die Rechnung etwas
umstindlich); ich finde so:
M@EY 14
w3

(97)

<

1, 1409
94<E T T ¢ )

Die weiteren Glieder der Reihe haben indessen fir die
Rechnung nur eine ganz untergeordnete Bedeutung, weil die
Zahlenkoeffizienten so langsam abnehmen, daB z B. fir g =1
das dritte Glied schon gréBer ist wie das zweite. Im dbrigen
kann man dieses Verhalten leicht ohne Ausrechnung vorher-
sagen. Nach § 8 gilt nimlich:

—to

[

Co{o) =
&

L.
51 0\9) & — 9,

g
der Nenner von ¢? wird also Null fir ¢ =4, was, da w ()
endlich ist, zur Folge hat, daB die Reihenentwickelung fir ¢!
nur bis ¢ = 1 und damit die Reihe (97) hochstens bis ¢ = 1
konvergieren kann.

Fir die weitere Diskussion ist man deshalb auf die nume-
rische Rechnung angewiesen. Zu diesem Zwecke wurden zu-
nichst die Funktionen v, (o) und x (o) fir =1, 2, 8, 4, 5
und Werte von ¢ zwischen O und 12 ausgerechnet, wobei
fir kleine Werte von ¢ die unendlichen nach Potenzen von o
fortschreitenden Reihen, fiir grofere dagegen die endlichen
nach Potenzen von 1/¢ fortschreitenden Ausdriicken des § 2
benutzt wurden. Das Resultat dieser Rechnung wird ver-
anschaulicht durch die beigegebenen Figg. 2 und 38, in denen
w, (o) und y, {¢) als Funktionen von o aufgetragen sind. Man

7 \S W

sieht, wie , (0) sich mit wachsendem = fur kleine Werte vou g

, 1) K. Schwarzschild, Sitzungsber. d. Kgl. Bayer. Akad. d. Wiss,
31, p. 293. 1901.
Annalen der Physik., IV. Folge. 30. 3
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irmer inniger an die Abszissenachse anschmiegt, wihrend (o)
mit wachsendem =7 fir ¢ = 0 immer schneller ins Unend-
liche steigt. Fur gréBere Werte von ¢ unterscheiden sich
die Funktionen 2, und y, qualitativ nicht mehr und werden

F

24
~

mit wachsendem o immer mehr den gewdhnlichen periodischen
Funktionen zhnlich. In den Figg. 4 und 5 sind weiterhin noch
die Funktionen v’ (o) und y, (o) eingetragen, wie sie aus den
Werten von v, [p) und y, (o) durch Anwendung der Formeln (15)
erhalten werden. Sie unterscheiden sich, wie man sieht, nicht
wesentlich von den undifferentiierten Fuunktionen, wenn man

das Verhalten der y '(p) filr kleine Werte von ¢ ausnimmt.
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Letztere zeigen hier ein eigenartiges einmaliges Auf- und Ab-
wogen, das mit einer in Fig. 3 leicht bemerkbaren Ab- und
Zunashme der Neigung korrespondiert. Unter Benutzung der
so gefundenen. Werte wurden nun die GroBen a}, 2.2 2% & 2

| ; ; ; ! s : ; x
| |

1
i i 14 H i ! :
i ; ; i i : {

i !
i H
; ! |

i
3 ; 1 ;
H H H §
H : j i i i
4
r H i
!
' ;
i 3
|
; i
. '
j {
i {
; {
! b [ N T «
i § | H : H i £
3 T 3 ! 7 : T i
| ; i : !
i ? | I N B
2 ; i i : i
;; L
! i |
{ §
g 7 2 ?
:
-7 m
; {
22?7'71/2,1 1 ‘1
-3 11{ ; :
O B |

o 1 M H i i H N
i | i : | H i ; i | : { {

Fig. 5.

nach (92) berechnet, die dann durch Einsetzen in (94) und (95
die gesuchte GréBe M (Q)/ # lieferten.

In Fig. 6 ist M(Q)/ # zur Abszisse ¢ = 2ma/i als aus-
gezogene Kurve eingetragen. Die eingezeichneten Kreuze be-
deuten dabei die berechneten Punkte, wihrend die punktierte
Kurve den Verlauf der ersten Nsherung (96) darstellt. Zum

g%
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Vergleich wurde in derselben Figur die von Schwarzschild
erhaltene Kurve gestrichelt eingetragen. Sie stimmt, wie man
sieht, in ihrem wesentlichen Verhalten mit der von uns be-
rechneten iiberein, insbesondere ist das Maximum weder in
Hohe noch in Lage von dem von Schwarzschild gefundenen
verschieden. Fiir groBere Werte von o weichen indessen die
beiden Kurven voneinander ab. In der Grenze fiir o = co, d. b.
also fiir Kugeln, die groB sind im Vergleich mit der Wellen-
linge, soll sich die Kurve fir M (8)/# der in der Héhe 1 mit

ML, ' ; ‘

W : | |

der Abszissenachse parallel laufenden Gerade asymptotisch
anschmiegen, wie schon Schwarzschild fand durch die Be-
rechnung des Lichtdruckes auf Grund der in diesem Falle
ausreichenden Gesetze der geometrischen Optik, und wie wir
in § 15 aus der allgemeinen giiltigen Reibhe (66") nachweisen
werden. Wahrenddem nun die von uns vorgeschlagene Kurve
diese Anniherung glatt vollbringt, scheint die Schwarzschild-
sche noch lingere Zeit mit der Asymptote parallel zu ver-
laufen (vgl. Fig. 6). Die unmittelbare Veranlassung fiir diese
Abweichung ist der Unterschied der fiir M (Q)/# im Punkte 0=2
gefundenen Werte {1,67 bei uns gegen 1,31 bei Schwarzschild).
In Anbetracht des oben Gesagten iiber den Anschlul an die
Asymptote und mit Beriicksichtigung der Werte fir M()/#
in den Punkten 90=2,5 und 9=3, die sich besser in die aus-
gezogene wie in die gestrichelte Kurve einordnen, scheint wus,
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dad die erstere korrekt ist, und daB bei Schwarzschild im
Punkte ¢ =2 ein Rechenfehler vorliegt. Das Endergebnis, das
Schwarzschild auf p. 883 gesperrt gedruckt hat, finden wir
nach dem Vorigen also vollstindig W:ieder bis auf die eine
Bemerkung, daf in der Nahe von 2a/i = £ die Kurve ,,merk-
wiirdig rapide anwichste. Ubrigens zeigt der genauere Ver-
gleich, daB die Bequemlichkeit und damit auch die Sicherheit
der Zahlenrechnungen bei unserem Verfahren erheblich groBer
ist wie bei Schwarzschild.

Fir die Arrheniusschen Theorien ist es wesentlich, da8
der Strahlungsdruck hochtemperierter Weltkdrper unter ge-
eigneten Umsténden ihre Gravitationswirkung fiberwiegen kaun,
Wir wollen deshalb noch den mittleren Strahlungsdruck M(Q)
vergleichen mit der Newton schen Anzzehungbkraft G Wir
fanden frither (Gleichung (64))

o
W= nasz

wenn & die pro Zeiteinheit auf die Flicheneinheit auffallende
Energie und ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Spezialisieren wir
nun unsere Uberlegung fiir die Sonnenstrahlung und verstehen
weiterhin unter § die Solarkonstante, an der Erdoberfliche
gemessen, so gilt fir ein Teilchen, das sich im Abstande
von der Sonne befindet ,
"o 5, S D?
(98) W =ma —5—7“,—
wenn der Radius der Erdbahn gleich D gesetzt wird.

Ist andererseits das spezifische Gewicht (d. h. das g-fache
der spezifischen Masse oder Dichte) des Teilchenmateriales s,
usd nennen wir den Radius der Erdkugel », wiahrend die
Massen von Sonne und KErde bzw. mit M und m bezeichnet
werden, so gilt

4 M 2
99 G = —ma®s——
A 3’ m d?

fur die Gravitationswirkung der Somnne auf dasselbe Teilchen
im Abstande 4 von der Sonne.
Setzen wir schlieBlich noch

1100 (&) \
\1{)0) TV _‘\095&)} (Q-_—-_sz ?
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so daB die Funktion ¢ ¢ (o) den Ordinaten der XKurve in Fig. 6
oder der entsprechenden Kurven der folgenden Paragraphen
gleichkommt, so erhalten wir aus [98), (99) und (100 fir das
Verhiltnis des Lichtdruckes zur Gravitation:
ME) _ 3a D* m S

G T 2 M sea TV AL
wobet 7 die auffallende Wellenlinge ist. Nimmt man die

s . cal. + . s

Solarkonstante S zu 2,5 m an und denkt sich die ganze
Strahlungsenergie der Sonne auf eine mittlere Wellenlinge
4 = 600 uu konzentriert, so kann man statt (101) auch schreiben

M (&
Ia 8,0 ¢ (0},

(101

1017

wenn iiberdies s = 1 gesetzt wird, wie das fiir Wasser zu-
treffen wiirde. Nach (96) ist bei vollkommen reflektierenden
Kugeln o¢ o) = —?— o* fur kleine Werte von g, fiir grofle
Werte von ¢ gilt o ¢ (¢) = 1; fur ganz kleine, sowie fir ganz
groBe Kugeln (im Vergleich zur Wellenlinge) verschwindet also
das Verhiltnis (101", Fir mittlere GroBen erreicht dasselbe
einen Maximalwert von der Grofe 20 bel 9 = 2aa/ij=1.
Nur ganz unbetrichtlich abweichende Zahlenwerte finden sich
bei Schwarzschild (I ¢.), wo auch noch auf Grund der ge-
fundenen Werte fiir M (Q)// die der linken Seite von {101")
im wesentlichen entsprechende Kurve in einer besonderen Kigur
dargestellt ist. Dieselbe entspricht der Kurve » = oo in Fig. 8
des folgenden § 12. Fir gewisse Teilchengrdfen fiir die
0,06 u < 2a < 1,5 p tiberwiegt der Lichtdruck der Sonne iiber
ihre Gravitation tatsfichlich, und zwar wie (101) oder [101")
zeigt, fiir jede beliebige Entfernung, da das Verhiltnis M (8)/@
unabhingig ist von dem Abstand zwischen Teilchen und Sonne.

Anmerkung: So wichtig der Lichtdruck fiir die kleinen Teilchen
ist, so unmaBgeblich ist sein Einflu8 auf die Bewegung der groBen Himmels-
korper. Denkt man sich unseren Mond z. B. vollkommen absorbierend
fiir die auffallenden Sonnenstrahlen, 8o erleidet er einen Lichtdruck wvon .
6 .10% kg. Diese fiir unsere irdischenVerh#ltnisse immerhin ziemlich gro8e
Zahl verschwindet ganz und gar gegeniiber der Kraft, mit der z. B.
Jupiter als gravitierender WeltkOrper den Mond anzieht; dieselbe betrigt .
ndmlich 2.106*° kg, also 3. 10% mal soviel wie der Lichtdruck der Soune.
Sogar die Anziehung von Neptun berechnet sich immer noch zu 3. 102 kg,
d. h. aueh noch 5.10°mal gréBer wie der Lichtdruck der Sonnc.
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12. Die dielektrische Xugel.

g

In diesem Paragraphen wollen wir den Verlauf der Kurve

@)/ W niber diskutieren fir den Fall, daB die Kigenschaften
&ea Lugelmatermls durch eine reelle Dielektrizitatskonstante
beschrieben werden k&nnen, so daB der betrachtete Koérper das
Licht zwar durchlassen und zerstreuen, aber nicht absorbieren
kann (0 = 0). Aunch in diesem Falle ist es vorteilhaft, die
GroBen ¢, und «,? in Reelles und Imaginires zu trennen und
mit Formel (68) bzw. {66") zu rechnen. Die Trennung ge-
schieh* wieder leicht unter Benutzung von (14, und man er-
halt unter Beachtung der Definitionsformeln (61} und (62} das
Resu;tat. Definiert man die reellen Grofen an und Zﬁ uurcb
die Formeln:
v () w (v 0) — v i (9} ¥a (v 9)
“ g ) — v w v O
Z _ rylgw (v o) — w0y v @
" v 1) 0 0 — 2 (@ a (v @)
wobei ebenso wie im vorigen Paragraphen o = 2w «/i und
weiterhin » = ]/a gesetzt ist, so ist in tormaier{}beremstxmmunv
mit dem FKall der vollkommen reflektierenden Kugel:

I

al——_._yﬁ2_ bt = — K%
w — ’-_;_Y'Z’ n 3_1_}"‘_’.’
1% AON i+ = % 37 %
’\1U3,\ . .
az—md 6 2 = _
_ 7 ? y - . 2
n 1+ 277 & I+ 22

Sind die GrdBen o, a % &2 6 % berechnet, so ergibt sich
das Verhaltnis M{Z)/ W aus :’94 yund (85; des vorigen Paragraphen.

Die Abkm*zung v stimmt bekanntlich mit dem Brechungs-
exponenten iiberein; » ist alsc keine Konstante, sondern von
der Wellenldnge der auffallenden Strahlung a‘b‘mngig Der
durch » = J/¢ angedeutete Zusammenhang zwischen Brechungs-
exponent und Dielektrizititskonstante ist bekanntlich im all-
germeinen nicht erfillt, dennoch kann man mit Hilfe der Grofe v
die elektromagnetischen Vorginge richtig beschreiben, wenn
man v als neue durch einen Versuch bei der betreffenden
chwingungszabl bestimmte Konstante einfithrt.

Wir heben noch die beiden Spezialfiile y=1 und »= o
ervor. Im ersten ist nach (102) sowchl Y, wie Z, und
damit auch der Lichtdruck selbst gleich Null, ein sehr selbst-
verstdndliches Resultat, da die Annahme =1 gleichbedeutend

"y

(03]

b
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ist mit der Aussage, daB die betrachtete Kugel nur reinen Ather
enthilt; sie kann also keine Stdrung in den aufireffenden Wellen
zustande bringen und erleidet deshalb auck keinen Druck.

Der zweite Grenzfall »= oo fihrt auf

U (9) 7 W, (o
e L =_§%

Formeln, die mit den fir die vollkommen reflektierenden
Kugeln giiltigen tibereinstimmen. Statt die vollkommene Reflexion
als Grenzfall fir unendlich gut leitendes Material aufzufassen,
kann man diesen Zustand also gleich gut durch einen unend-
lich groBen Brechungsexponenten hervorgerufen denken, ohne
daB man notig hitte, dem Material noch obendrein ein Ab-
sorptionsvermodgen zuzuschreiben, wie ubrigens bei der Be-
handlung von elektrostatischen Aufgaben schon vielfach in der
Literator bemerkt worden ist. Die Frage, ob mit groBem v
nicht stets auch ein groBes Absorptionsvermégen verbunden
ist, wird natiirlich darch das Vorhergehende nicht beriihrt.

Es soll nun zunichst eine Gleichung (96) entsprechende
Naherungsformel fiir M(8)/# abgeleitet werden; dabei wollen
wir voraussetzen, dalBl sowohl ¢ wie » ¢ klein gegen 1 sind. Aus
den im vorigen § 11 angegebenen Niaherungen fir vy, und x;
folgt nach (102): ‘

[t

[

bl 4

o 9

: 2 .
=70 T2

no

die GroBe Z wird proportional ¢® und verschwindet also in
erster ‘Naherung. Hieraus ersieht man, daB von den in (94)
auftretenden Summen § nur §, und darin nur das erste Glied
berficksichtigt zu werden braucht; so findet man:
M) 8 /22— 1\°

(109 =3 (=)
Der Faktor von o* steigt von dem Werte Null bei v=1
stetig zum Werte & bei » = oo. Dieser letzte Wert steht in
scheinbarem Widerspruch mit dem fiir vollkommen reflek-
tierende Kugeln erhaltenen (der 4% betrug). Man muB indessen
bedenken, daB (104) nur so lange Giiltigkeit beansprucht, wie
das Produkt »o als klein gegen 1 vorausgesetzt wird. In
zweiter Niherung wiare die rechte Seite von [104) noch mit

[ ¢ ¥ — 295t + 345" + 120

) 15 (»* + 2)(2%* + 8)
zu multiplizieren, :

ot.

~
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Um den weiteren Verlauf der Kurve fur M(8)//# zu er-
halten, ist man wieder auf die numerische Rechnung an-
gewiesen. Ich habe die Rechnung genauer durchgefubrt far
die speziellen Falle » =2, »=1,5 und » = 1,383; diese Kurven
nebst der schon bekannten fir vollkommen reflektierende
Kugeln (v = co) zusammen mit der Niherung (104) fir kleine
Werte von ¢ und der Kenntnis der Asymptoten fiir ¢ = Q0
(vgl. § 15) ermdglichen es, ein Bild zu gewinnen iber die Ab-
hangigkeit des Lichtdruckes von den verschiedenen Umstinden.
Das Nihere mdge an Hand der folgenden Iig. 7 erldutert
werden, in welcher wieder M (Q)/# als Funktion von g=2na /2

¥=co

T2 2

- ¥=215
T~ =733

p——

eingetragen wurde. Die Abszissenachse entspricht dem einen
Grenzfall » =1; Kurve (4), welche auch schon Fig. 6 gezeichnet
warde, dem anderen Grenzfall » = co. Kurve (1} gehort zu
einem Wassertropfen mit » = 1,33, wahrend Kurve (2) unter
der Annahme » =1,5 berechnet wurde. Beide Kurven ver-
iaufen viel flacher wie die fiir vollkommene Reflexion gefundene,
wie auch schon die in der Figur punktiert gezeichneten ersten
Nzherungen bei ¢ =0 erwarten lassen. Aundere Besonderheiten
sind hier noch mcht erkenntlich. Beim Ubergang zu v =2
indessen tritt eine eigenartige Wellung der Kurve auf. Der
Lichtdruck erreicht hier ein Hauptmaximum von der GrbBe
M@/ W = 2,6, der ganze Bereich der Maxima ist im Vergleich

\‘V/

mit der Kurve fiir =00 nach groBeren Werten von ¢ hin
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verschoben.!} Natiirlich sind solche Wellungen andeutungs-
weise schon bei den- kleineren » vorhanden, ihre geringere
Stirke liegt an der groBeren Dampfung der zugehdrigen in § 5
behandelten kigenschwingungen (vgl. § 16) Fir ¢ = oo ver-
laufen die Kurven der g-Achse parallel in Hohen, die nach der
in § 15 angegebenen Methode bestimmt wurden. Mit zu-
nehmendem » und entsprechend abnehmender Dimpfung der
Eigenschwingungen werden die sekundiren Maxima immer aus-
geprigter und wandern zugleich nach dem Nullpunkt hin, so
daB fir »=co der Nullpunkt selbst eine Hiufungsstelle wird.

Um hier ebenso wie bei den vollkommen reflektierenden
Kugeln den Vergleich des Lichtdruckes mit der Gravitations-
wirkung auszufithren, wurde in Fig. 8 noch die GroBe ¢ (o)

H
R !

@)l
%1

i

S .

o

3 ¥ 9

der Gleichung (101’) aufgetragen, unter Zugrundelegung der
Werte M(Q)/# = o ¢ (o) nach Fig. 7. Die drei Kurven ent-
sprechen den Werten » =00, » =2 und » = 1,5; die horizontale
Gerade gibt den Wert von ¢ (0) an, fiir den Gravitation und
Lichtdruck gerade gleich sind bei Kérpern mit dem spezifischen

1) In der Diss. hatte ich fur » =2 den Lichtdruek gerechnet bei
¢=0,3, 1, 1,25, 2, 2,5 und 3 und hatte diese Punkte durch eine giatte
Kurve verbunden. Eine briefliche Bemerkung des Hrn. Cl. Schaefer,
betreffend den in § 16 behandelten Zusammenhang des Lichtdrucks mit den
Eigenschwingungen, veranlaBte mich, die Rechnung fiir einige Zwischen-
punkte durchzufithren, wobei sich dann die obigen Wellunger ergaben.
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Gewicht 1. Der maximale Lichtdruck selbst ist bei » = 2 noch
etwas groBer als bei » =00, das Verhiltnis M (2)/ @ im Gegenteil
erreicht bei » =2 einen Maximalwert, der nur den 0,66% Teil
des entsprechenden Verhiltnisses bei » =00 ist. Kinen Uber-
blick iiber die Verhiltnisse liefert die folgende Zusammen-
stellung. Die erste Spalte enthilt den Brechungsexponenten v,
die zweite das maximale Verhiltnis von Lichtdruck zu Gravi-
tation (M(8) [ @)max., die dritte und vierte die ungefihren
Grenzen g, und ¢, (0 = 2 mwafi), zwischen welchen der Licht-
druck die Gravitation tberwiegt.

) M (9)) Q ]
G Jmax. Co >

w 20 03 8
2.0 13 08 5
1,5 | 3 S - S —

Bel »=1,83 (Wasser) ist schon ungefihr die Grenze er-
reicht, fiir welche auch der maximale Lichtdruck durch die
Gravitation im Gleichgewicht gehalten wird; fiir noch kleinere »
iiberwiegt letztere.

8§ 13. Die absorbisrende Kugel.

Setzt man, wie das fir Lichtwellen bekanntlich gestattet
ist, die Permeabilitit ¢ = 1 und definiert den ,komplexen¢
Brechungsexponenten durch die Formel (vgl. (36))

~ ‘ 4 G
(105) N=!/e—~z——~,
(]

so ergeben die Gleichungen (61) und (62) die Werte:

gt Y@y (Ng — Nu(@w.(Ng)
o6 | ' = Cow No - NE @ Ng

Y 1 02 N @y (Ng) — p (YN g
& NZ(g)wa (Ng) — L) yuiNg)

Da jetzt die Argumente unserer Funktionen teilweise selbst
komplex sind, empfiehlt es sich nicht mehr, die Trennung in
Reelles und Imagindres auszufithren, und man rechnet besser
von vornherein mit der Reihe (66). Wir wollen diese zun#chst
wieder dazu benutzen, eine erste Niherung zu erhalten. Be-
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riicksichtigt man nur die niedrigste Potenz von g, so be-

kommt man
b - 2 3 1 - N2
“l e O -y

3% 2 Nt

wihrend ¢,? mit p° proportional wird. Man braucht deshalb
von den drei Summen (66) in erster Niherung nur die erste
und von dieser nur das erste Glied zu beriicksichtigen; so
erhilt man:

/ M@ N2~

Setzt man dann in die Klammer den Wert N aus (105)
ein und trennt Reelles und Imagin#res, so bekommt man:

5

. O [ g~
—1) G 3 (g 2y —
Z'Ng—i —j(s 1) ‘ B . | iQe De+2) e
Ner2 Ot T g =TT AT ; ;
* (e+2) —d— (42 + — (e +2F+—
und demnach
a
; M () , I
(107) MY 2,
/ w o
2y 4 L.
g+ 2+ —

(7]

wo man noch mittels (36) ¢ und ¢ durch » und x» ersetzen kann.

Vergleicht man (107" mit den fiur vollkommen reflek-
tierende und fiir dielektrische Kugeln erhaltenen Naherungs-
formeln, so sieht man, daB die absorbierenden Kugeln sich fiir
kleine Werte von ¢ ganz anders verhalten wie jene. Whrend-
dem nimlich frither M (8)/ # mit o* proportional und demnach
fiir kleine Werte von o AuBerst klein war, hat der Lichtdruck
jetzt noch fiir ganz kleine Kugeln nach (107°) einen im Ver-
gleich mit jemem erheblichen Wert, sobald das Absorptions-
vermdgen (in der Formel durch die Leitfihigkeit o gemessen)
nicht einen extrem kleinen oder groBen Wert hat. Da weiter-
hin /# proportional mit «®> und die Gravitationswirkung pro-
portional mit &3 ist, so erhilt man fiir das Verhiltnis von
Lichtdruck zu Gravitation bei ganz kleinen vollkommen reflek-
tierenden oder dielektrischen Kugeln nach (96) und (104) eine
GroBe, die proportional mit ¢% ist, so daB die Gravitations-
wirkung fiir ganz kleine Kugeln den Lichtdruck tberwiegt.
Vgl. Fig. 8 des vorigen § 12.) Fiur absorbierende Kugeln
dagegen ist sowohl der Lichtdruck wie die Gravitation (vgl
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(107%)) mit o® proportional, ihr Verhiltnis strebt also fiir kleine
Lugeln einer endlichen Grenze zu. Diese Uberlegungen sind
patiirlich in Ubereinstimmung mit Formel { (101), in der das
Verhiltnis M (Q)/ G proportional ¢ (o) a,ngegeben ist.

Bei gewissen mittleren Absorptionsverhiiltnissen existiert dem-
nach lkeine untere Grenze fur die “Grife der Teichen, die durch
den Lichidruck wvon der Sonne weggeschleudert werden kinnen.
'Hierbet ist natiirlich vorausgesetzt, daB die Teilchen nicht ein
so hohes spezifisches Gewicht besitzen, daB iberhaupt bei
keiner GriBe ein Uberwiegen des LlChthUCLeb itber die Gravi-
tationswirkung stattfindet.)

Um den weiteren Verlauf der Kurve fir M(Q)/# wenig-
stens in einem Falle zu untersuchen, wurde die ziemlich mith-
same Rechnung ausgefiithrt unter der Annahme

.i = 1757 (1 - i)a

ein Wert, der bei Metallen leicht vorkommen kann; so hat
z. B. Gold bei 4 =450 uu den ,,Brechungsexponenten‘¢

N = 1,72 (1 — ).

Setzt man den obigen Wert fiir » in die N&herungsformel (107)

ein, so erhilt man
ME

— = 1,830;

dieser Formel entspricht die in Fig. 9 gestrichelt gezeichnete
Tangente im Nullpunkt. Die weitere Rechnung ergab einen
Verlauf, wie er durch die ;
ausgezogene XKurve veran- ‘
schaulicht wird. Auch in i £
&ieaem Falle ist also ein w —
Maximum vorhanden, das
indessen niedriger ist und
flacher verliuft wie das bei 7
der vollkommen reflektieren- :
cden Kugel gefundene. Zum ;
Vergleich ist die Kurve filr ¥
letzteren Hall in die Fig. 9 S
punktiert mit eingezeichnet. Fig. 9.

-

tobo

l

T E——
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$ 14. Der Grenzwert des Lichtdruckes fur kleine Wellenldangen
bei vollkommen reflektierenden Kugeln.

In diesem und dem folgenden Paragraphen wollen wir
zeigen, wie man mit Hilfe der in § 10 genannten Niherungs-
formeln fir die Besselschen Funktionen auch den gewdhn-
lichen optischen Fall der kleinen Wellenlange auf Grund der
in Strenge giiltigen Gleichungen (63) oder (63" erledigen kann.
Fir die vollkommen reflektierenden Kugeln gestaltet sich die
Rechnung #uBerst einfach, wir wollen diesen Fall zunichst
betrachten.

Nach (67) gelten fiir die beiden in den Reihen fiir M(&)///
auftretenden Gréfen ¢ ' und «,* die Formeln:

1. 'i,U:n, (9) 2 T;Un (Q).
“SF e % T

Nun ist, wenn die Wellenliinge der auffallenden Strahlung
klein ist gegen den Radius der Kugel, ¢ = 2w ¢/4 eine grofe
Zahl, die mit abnehmender Wellenlinge oder zunehmenden
Dimensionen der Kugel ins Unendliche steigt. Das hat, wie
im § 10 bemerkt wurde, und wie tiibrigens sofort aus den
Reihen {12) und (18) ersichtlich ist, zur Folge, daB die Funk-
tionen 2, und f und damit die Grofen ¢, und e,? fiir Werte
von n, die noch nicht mit ¢ vergleichbar sind, alle von der-
selben GréBenordnung werden. Wie sie sich verhalten, wenn =
niher an o heranriickt, wird man schwerlich aus den betreffen-
den Reihen an sich ersehen konnen: man hat in der vor-
handenen Literatur nur wieder brauchbare Kormeln, wenn
man so viele Glieder der Reihen fiir M(8)/# ibersprungen
hat, daB der Stellenzeiger n inzwischen groB im Vergleich
mit ¢ geworden ist. Dann kann man ndmlich die gewdhn-
lichen Potenzreihen (10) und (11) benutzen, die mit Beriick-
sichtigung der Zusammenhangsformeln (147 fir den Fall
n > > o das Resultat ergeben:

I 92 2 i
gl Ml 02n+1;?ir(n+il’
n n(2n + 1) > L2@ %+ 1)

9 ) Qian-FI 227&_2"2(72_:_ 1)
o == —1

w 2n -1 12(2n +1)
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‘woraus beiliufig die unbedingte Konvergenz der betrachteten
Reihen hervorgeht], Die vorhardene Liicke wird nun aus-
gefillt durch die in § 10 genannten Formeln, die tbrigens
auch die obigen Fille n < < ¢ und z > > ¢ als Spezialfille
in sich enthalten.

Es sind zwei Hauptfille zu unterscheiden, je nachdem der
Index kleiner oder groBer wie das Argument ist; beschrinken
wir uns auf eine erste Naherung, so kann man das Resultat
fir unsere Funktionen v, (o) und £ {0} folgendermaBen aus-
sprechen:

Solange #+ 1 < ¢ ist, hat man in der Grenze fiir un-
endlich groBe Werte von ¢:

_i(efo—%) GOS.{Qﬂ—%)

FoN \
QEU% '\Q} - . 2.,
(sin7,)®

e

‘1 08\ 2 oY =
L o 7 . Jon
A t (sin 7,) /2

wenn man den reellen Winkel , (O< 7,< %) definiert durch
die Formel:

e

o) £
(109) cos 7, = ';'
and unter f, die Funktion
(110) o =sint, — 7,C087,

versteht. |
Ist =41 >0, so gilt fiir sehr groBe Werte von o:

—i0bk eioh

/11 » f — 7 V=
(111 Lo lo) =1 W, (0) =

. . ? DT

{zsin 7,) 2 (zsin ;) 2

wenn man jetzt z, definiert als negativ imaginire Wurzel der
mit (109) gleichlautenden Gleichung:

n +

¢

(&

1007 y —
(1099 CoS T, =

Den Ubergangsfall #+ 1 nahe gleich o kann man, so-
lange nur eine erste Niherung angestrebt wird, ganz auBer
Betracht lassen.

Aus den Formeln (108) und (111) folgt jetzt durch Diffe-
rentiation nach o (oder vielleicht strenger unter Benutzung
der Formeln (15)) in derselben Niherung wie obeny
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H Lt 3
U — *‘(”“*Z ‘3 Vg
!119\ } =y \g/ e \:’ln T()i f&r 0 > 7 - 3
(A d=y ; L g
Tf Y — aS . / 3
W, (o) = COS (gfo + )\sm T, j
und
N . .
O = — e~ ieh(isin T, Ve
/ \ j S \ o/ fooe ) 1
\}.lgj \ . P \1,', mar {) < 7 ’i" e
w0 =+ eehlisinggs |

%

Bilden wir nun zunichst fir den zweiten Fall (o<n+ 1)
unsere GroBen ¢, und « 2:

I's
“fa
R
|l

(114) al=@ _;,
g = (@) 7 Lo lo)

so sieht man, daf sie mit wachsendem o durchweg wie eine
Exponentialfunktion verschwinden. Schreibt man namlich
gemiB (109%): 7, =— 145, wo & eine reelle Zahl groBer als O
bedeutet, so wird:
ifo =t38nT, — 7 0087, =— Cojb (5 — Tgd);
der Exponent in (114) ist also tatsiichlich negativ und damit:
limeg=limeg?*=0 firz+1>¢

H=00 L=00

Im Falle » + 1 < ¢ erhalten wir dagegen:

=

. o T

. (0 tlelo+ 1, . .

eS8 5 D (8] s,
- \f &a

(115} 4 é

@ _ ilen+ ) 1
= & /6 % ra e s
1“2" ¢ */ cos (M*?} = g (1 —de¥ien),

I
“S

T

d. h. Werte, die durchweg endlich bleiben in der Grenze fiir
¢=co. Spalten wir nun unsere Summen 8, S,, S, der Glei-
chung (94) je in zwei Teile, indem wir einmal von =1 bis

= N und dann von z=N-+1 bis n=co summieren, wobei
V so gewahlt ist, daB N+ 3 <o< N+ 3§, so sind nach den
obigen Uberlegungen die zweiten von n=N--1 bis # =oo
gehenden Teilsummen fiir grofe Werte von o neben den ersten
von 2 =20 bis n= 4 gehenden zu vernachlissigen.!) In erster
Niherung kénnen demnach fir 8, 8,, S, die endlichen Summen:

1) Man iiberzeugt sich leicht durch eine Rechnung, die ganz analog
verlduft wie die im folgenden angewandte, daB der vernachlissigte Rest
der Reihen 3, 8,, S; in der Lichtdruckformel Gliedern entspricht, die
in der Grenze fiir ¢ = verschwinden wie ¢~ 5.
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N
Y ! 1
3/ :
8'=%R > () (ed + ad)
.‘-—- \ “/
2 1 —
/1 6 I §'=3 e &y, .
\11 ) S, R S M(n_;_l} Uy Uy
N
T i{n+ 2} — PUREp:
I x IR - 3 : 2
§'= 9 > o el + e el

-
e

substitulert werden; diese wollen wir jetzt berechnen, indem
wir fiir die Koeffizienten ¢« die Werte (115) einsetzen.
Fur 8, erhalt man einfach:
N

<Y/
'=>‘in—;——
1 “’\

\ 1 /. [ B | /9 i \
-—-§<3~r0—1- = o 0w =3 \«NT1,>
NN+ 2)
T,

o] -

(117)

oder in erster Niherung, indem wir noch N durch ¢ ersetzen:

(118) 8 =2
A / 1 2
Weiterhin bekommt man:
, — 1 . . Z
(19) whpen= (1 —iem?iem(l—de?ief)=— Sc0s20f,

d. h. rein imaginfa',r, so dafl 8, in erster Niherung keinen Bei-
trag zum Resultat liefert.

SchlieBlich muf8 noch 8,” berechnet werden, was ein wenig
mehr Uberlefflmg erfordert Definieren wir voriibergehend

einen Winkel z,” durch die Formel
3

{120) cos 7, = %1
und analog mit (110) die Funktion f, durch die Gleichung
(121) fo’=smz,/— t,/ cosz,,

so wird, wie der Vergleich mit (115} zeigt:
o 1 o e . i o
(122) a%_vrl:?( +ie2iely, aé;‘.i:E(l — {e?ieldy,

Unter Benutzung dieser Werte erhilt man dann:

3 1 1 - O L, - D i oa (P
2 a;_‘,_l_—_—z(]_ +zg-19fo’.—ze ~¢qu+32°9\fo fo}},

R 1 .9 . —23 2 ;6 (A —F
6!/,50:31:2(1 —ie?iel L jemRich 4. g2ie VT,

((=ul

Amnnalen der Physik. 1V. Folge. 30. 9
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und demnach
& % e . - 1 - /o 0
(1‘23‘} Cdf; a/fi-i-l -+ “ﬁf “’r':-i-l = 7(1 -+ 62‘9\1'0"’]@)‘} .

Nun ist nach (120) und (109) fur groBe Werte von ¢ der
Wert von cosz,” sehr wenig von cosz, verschieden. Schreibt
man deshalb

(124) T, =17, + d1,,

so erhiélt man, indem man cosz,” mach Potenzen von 4z, ent-

wickelt:
i, 3

7 oy

o ’__ (Yt~ o —
Cosz, = cost, — d7,81n7, = ,

woraus mit Ricksicht auf (109) folgt:
1
¢

Entwickelt man ebenso f,” nach Potenzen von Az, so
erbilt man mit Riicksicht auf die eben angegebene Beziehung:

(125) sinz, Az, = —

-

(5

(126} fa—]o == TOSiI}TOA'[G ——“——-—9—7
was, in (123) eingesetzt, diese Formel iiberfithrt in
’ \ J 5 9
— - 1 X
é 1 2 —_
(1239 1 + ) ey = (1 4 e 21%),

Setzt man diesen Wert in 8, ein, so wird

) N N
P 1 % (54 2) 1 Y nin+2)
127 S, == Rt AL T R o4 27,.
(127) 5 2Ly mtd 22 n+1 %%
1 1

Da & sebr grof ist, kann man fir die erste Summe auch

schreiben:
A?'

1 O +~ 2 1 N{N+:
_2_>n(n )——-y7z_—§1+3+...—§—7\ﬂ=——4+—),

_’ %-i-l 2‘-

1 1
oder, indem man das letzte Resultat wieder nur in erster
Niherung mitnimmt und N durch ¢ ersetzt:

N
1 nn+2) o

2 Ly wm+1 4
1

In der zweiten Summe von 8, heben wir zunichst wieder
wie in der ersten den Nenner n-+1 gegen den Faktor a4 2
des Zihlers weg und schreiben dann =+ 3 statt », was alles
gestattet ist, solange das SchluBresultat nur die héchste Potenz

1

Do

'8)

o~~~
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yvon o enthalten soll. Indem wir schlieBlich noch mit o*
multiplizieren und dividieren, erhalten wir mit Ricksicht auf {109}

) N N
1 S n(n+2 c O+ L cos2
- > ('Tw*—)— cos27, = >~ =z 2
2 i’ 7+ 1 2 ieamed o (44
1 1
/1o
&129) > N
. o* Y1 5
= = —CcosT,c0827,.
L i O v
~
1

Da nun 7, sich nach (109) wegen des vorausgesetzten groBen
Wertes von ¢ nur duBerst langsam mit wachsendem = indert,
so liegt es nahe, die letzte Summe als Integral aufzufassen.
Bedenkt man, daB die kleine Gréfe 1 /¢ mit der Zunahme 4z,
die 7, beim Ubergang eines Reihengliedes zum nichsten er-
fahrt, verkniipft ist durch die Formel (125}, so erhilt man in
erster Naherung aus (129):
al 3
%u‘ﬁggli)cos‘zro = gfcos‘Zz-OGOStosinrodro,
1
da z, pach (109) von einem Werte nahe gleich /2, bis zu
einem Werte mnahe gleich 0 geht, wihrend = von 1 bis N
lzuft. Das Integral verschwindet, so daB wir erhalten

p2

(130) 8 =<,
und damit nach (124): .
ME 4 T¢t ¢

/2

(1297

&) e I

Dieses ist derselbe Wert, den man auf Grund der geome-
trischen Optik findet, und den auch Schwarzschild angibt.
Es sei noch hervorgehoben, daf man in der obigen Rechnung
die Niherung leicht weiter treiben und so das Resultat ver-
vollstindigen kann, was nach sonst iiblichen Methoden eine
mithsame Berechnung der Beugung an der Kugel auf Grund
des Huyghensschen Prinzips erfordern wiirde.

=1

§ 15. Der Grenzwert des Lichtdruckes fir kleine Wellenlingen
bei dielektrischen Kugeln.

Die Rechnung fiir dielektrische Kugeln verlduft nach dem-

selben Schema wie im vorigen Paragraphen, ist aber um etwas

weniger einfach, da ja das SchluBresultat keine Konstante,

sondern eine Funktion des Brechungsexponenten » werden mu8.
, -
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Aus (61) folgen fiir den hier betrachteten Fall (¢ =0, die
beiden GriéBen e« ' und «,* zu

i« 1., Y= (o). (v 5,’> —¥ ‘w“’ {9) Y & Q<
(152 jo R e — v LGy v @ =5
j { gt P@ullg —wQy. vy "
% v :u (9/ Iir!}'u, {V Q} - :"1 <9) rl?‘//"/ “J ¢
in denen jetzt wieder wie im vorigen Paragraphen die Funk- {136; ¢
V6

tionen v, v, &, 5 durch ihre dort angegebenen Niherungen
ersetzt werden sollen. Dem Umstande entsprechend, daB unsere
Funktionen mit den zwei verschiedenen Argumenten ¢ und »o
vorkommen, hat man drei verschiedene Fille zu unterscheiden,
namlich
. n+3i<o<vy,
2. o< n+i< vy,
8. o<rvo<n+ 1.
Wir werden sehen, daB man fiir eine erste Niherung nur
den Fall 1. ndher in Betracht zu ziehen braucht.
Man definiere zwei Winkel 7z, und =, durch die Formeln:

oY n + % %+ ¥
(133) €8T = — =, cosTy = —=,
—
]

die beide reell sind und zwischen = /2 und O angenommen
-3 %+ L . . . .
Z bzw. &:;- kleiner als 1 ist, die

werden sollen, solange

andererseits negativ imaginir angenommen werden, sobald
ﬂ;" bzw. ”—0% den Wert 1 ibersteigt. Mit diesen Ab-
Lurzungen erhilt man dann aus den in § 14 angegebenen
Naherungen im Falle 1:

7 / 5z \ 7T 77\
1184) s 1= % \ 1) \ %) 4 )
N ) Uy = EAN s ’
. \kfc.——j [ . = . —ilernt Z) . a
sin 7, e cos{vo/, - — | —wvsinge cos|vof— —|
\ 4 Y
im Falle 2:
[ 7\ [ 7\
sin 7, cos [» o fy + = zwamrocoswefl——?/)
(1347 e, = — i e2ich \ \ >
. T i
sin 7, cos {wgfi—z— g + ¢wsin 7, cos r\wofl— Z)
und im Falle 3:
R sinT, — »sin 1,

N
n

134" 2ig7
e — e ¢ — T ’
\ / = sin7, + vsinz,



Lichtdruck auf Kugeln von beliebigem Material. 125

wenn man ahnlich wie friher die Abkiirzungen benutzt:
(183) [, =SInT, —71,0087T,, [, =sinz, — 7 ,C057,.

Fiur die GroBen ¢ * gelten in den entsprechenden Fillen
1., 2., 3. die analogen Formeln:

. [ 7\ / - 7\ . . 7\ 2\
v 3in 7y COSEG [, — COSI POy — — | —S8INTCO08 {0, + ——1CO8{vof — — |
Ty =4 " \S f; ‘;: } K i f 4 ) ° (‘ 75 ‘ 4 iE - f‘ 4 }
’(336101/” = “!,/ . 7E ‘/ . AN
. —ien-7 { A . —iglet ) 7z \
veini e cos\vg L+ Y/ —~siny, e O =7 cos vgfi-——‘;
. . 7\ .. { )

» sin 7, cos vgfl—é—T%—zsmrocosl\rgf;»— < |
136N ¢ 2= —1ieZich =) /
400, &, 7 RN ;'/ N

ysxnrlcoskyg,ﬂ—;- 7{) -i—%sznr‘)(:os\vg,ﬂ—-;—j’
/E3§”\" ‘ Y 2=—-?:82':Qf0 ¥ 81N 7y — SR 7, .

\ / kO v oain 7. - a3l
vsin g + s8in 7z,

Im Falle 1. sind 7, 7; und damit f, £, reell, die Griflen
«t und e, ? also endlich und alle von derselben GréBSenord-
nung; im Falle 2. ist z, und £, noch immer reell, z, und f,
dagegen imaginéir, und zwar, wie auf p. 120 gezeigt wurde, so,
daB 7f, negativ reell ist; mit zunehmendem o verschwinden
also jetzt ¢ * und ¢ * exponentiell. SchlieBlich sind im Falle 3.
beide GroBen 7z, und z; negativ imaginir, so daB auch hier
e, und e,? exponentiell verschwinden fiir grofe Werte von g.
Wir schliefen demnach wie in § 14, dab wir eine erste Niherung
fiir den Lichtdruck erhalten werden, indem wir statt der un-
endlichen Reihen § die endlichen 8 von 1 bis & gehenden
substitaieren (vgl. (1186)), wobei N+ 1 < o < N + 3.

Zundichst wollen wir nun die Formeln (134) und (136)
fhir «,' bzaw. «,? etwas iibersichtlicher schreiben. Ersetzt man

durch die entsprechenden Ausdriicke, so erhilt man nach
einigen leicht ersichtlichen Umstellungen im einzig in Betracht
kommenden Falle 1:



126 P. Debye.

- 2ivpf,
%I o 1=.1.....i Yiglp—viy LT AT : ,
P 2 2 1+ dm e 2tveh
(187, 4 ’ L
| . 1 1 o: /s 1—dr,e- 720
{ ay" =y -fhe“J\/u"Vfu 53 N
¢ -~ 2 1+'£T2€—"‘y£’f1
wenn man r, und r, defiriert durch die Formeln:
sinz, — sinz sinz, — »sinz
188 o= 25T TSN 2 1,
\EE L T2 sin 7, + »sin 7,

¥ 8N 7, + 8in g
Die Formeln (138) erinnern sofort an geometrisch-optische Ver-
hiltnisse; die Grofen r, r, sind nimlich nichts anderes wie die
bekannten Fresnelschen Reflexionskoeffizienten fir senkrecht,
bzw. parallel zur Einfallsebene polarisiertes Licht, das auf eine
Platte vom Brechungsexponenten » auffillt unter dem Kin-
fallswinkel #/2 — z, (gegen die Normale gemessen). Man sieht
dieses ohne weiteres ein, wenn man noch bedenkt, da8 nach
den Definitionsformeln (183} die Winkel =, und 7, miteinander
verkniipft sind durch die Beziehung:
(139) COST, = »COST,.
Unter Anwendung dieser Beziehung kann man den Reflexions-
koeffizienten », bzw. r, noch die geliufigere Form geben:
,(138/> r o= iz (7, "‘ 1) , = jm (%o ": 113
_ 1g (T, + Ty) 2 sin (7 4+ 7,)

Bekanntlich sind beide GréBen fiir das in Betracht kommende
Intervall /2 = 7, = 0 stets dem absoluten Betrage nach kleiner
wie 1; iiberdies verschwindet in diesem Intervall r. einmal,
namlich dann, wenn 7,47, =7/2, oder anders geschrieben, wenn
tgt, = 1/v (Polarisationswinkel), wahrend », stets einen end-
lichen Wert hat. Kurven fiir die Abhingigkeit der Reflexions-
koeffizienten vom Hinfallswinkel finden sich z. B. bei M. E.
Mascart. )

Das soeben uber die absolute GréBe von r, und r, Gesagte
legt es nahe, unsere Koeffizienten ¢ ' bzw. « * nach Potenzen
von ¢r, e~2iveh bzw, ir,e~2i¥¢s zu entwickeln; man erhilt:

1 £ o
1= - LopZiof;
(imdoin o
I \ p=o0
(140) 1—72% o, VSO . o,
: —_— Tt g2iglf = i) (.... 1\2{ir\Wwe—2ipveh
< PR U >
1{ 2 )
p=0

1) M. E. Mascart, Traité d'optique 1. p. 404. Paris 1891,
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> 1 : L’f“o e-“f’fo

/140’\ . p=00
\ / — . s ¥ . .
2 2'-3 egie(fo—vm} (— Ve(ir)2e—2irreh
{ paar o

»=0

*

Fir die weiteren Uberlegungen eignet sich diese Form
am meisten.

Wir schreiten jetzt zur Berechnung des Lichtdruckes auf
Grund von (94), wobei die endlichen Summen 8§, §, 8,
welche an Stelle der unendlichen §,, 8,, §; getreten, durch (1 16‘
definiert sind.

Aus (140) und (140" folgt:

(141) e, +ea=1+ R,

wo der Rest £ aus einer unendlichen Summe von Gliedern
besteht, von denen jedes einzelne mit einer Kxponentialfunktion
der Form

(142) e2iehio=2ipvelh

multipliziert ist. Da nun o eine groBe Zahl bedeutet, schwankt
der reelle Teil dieser KExponentialfunktion sehr oft zwischen
+1 und —1, wihrend der Summationsindex » unserer Summe
(116) die vorgeschriebenen Werte von 1 bis N durchliunft, da
wahrenddessen f, von 1 bis O und £, von 1 bis

1
‘/1 —_—— - arccos—

geht, wie die Definition (133) von f, und #, ohne weiteres
zeigt. Wir schlieBen daraus, ebenso wie bei der iblichen Ab-
schitzung des Restes einer Fourierrethe, daf wir den Beitrag,
den R zur Summe 8" liefert, vernachlissigen kdnnen'), und
erhalten wie in (118) als Grenzwert fiir sehr groBes o

2
-

pu's
A - Q7 “7 1__9
Ki43/ ‘)1">”+§*2
1

Zunichst folgt jetzt die Summe §,', von der wir zeigen
wollen, daB sie in der verlangten Naherung keinen Beitrag zum
Resultat liefert. Aus (140) und (1407 folgt:

1) Offenbar entspricht der Beitrag von £ der Wirkung des ge-
beugten Lichtes, welcher also hier entgegen dem bei kieinen Kugeln ge-
fundenen Verhalten erst in zweiter Ordnung in Betracht zu ziehen wire.
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p=o0
oy s 1 i =0 = O
N 1 2 17: 1) w7
(144, elel= 4+ 25+ .- N rrrg+ R,
=0
oder auch
T 1 2— 72— r,* -
144N 1 2 1 2
(144" R + R,

wo R wieder einen Rest bedeutet, der nur aus Gliedern be-
steht, von denen jedes mit einer Kxponentialfunktion der
Form {142 multipliziert ist. Genau so wie oben schlieBen wir
zunichst wieder, daf der EinfluB von £ neben dem des ersten
Termes von (144" verschwindet, und erhalten:

:\Z
LY I 1 ¥ 2 P
(145) § =1 N7 ErEL 2o oy
/ 2 4 il R{re+ 1) =y

Da sowohl [r | wie |7,

der Ausdruck

L &

stets kleiner wie 1 bleiben, so ist

2 — =t
1 -7y
fiir jeden beliebigen in Betracht kommenden Wert von = stets
endlich, so daB (fir grofe Werte von N =) die Summe S’
von der GroBenordnung ist
. p'j
(146) 8 =C > =Clogy,
.
wie man leicht einsehen kann.!) Neben der Summe 8, welche
tir groBe Werte von ¢ wie ¢? unendlich wird, ist also 5, zu
vernachlassigen. ’
Schlieflich kommen wir jetzt zur dritten Summe, die einen
von v abhingigen Beitrag liefern wird. Zun#chst folgt wieder
nach (140):

1 i 1 : 7-1:3 2i0 (Fo! — f\\
Uy Upyl1 = vy 4 e=teo of
=00
(147} ; (1—72)2 D el ) D (47 "‘p > 92 ;s -
M TN p2io(ff 1) = 2ive (= 1 S!7~Pg—~z.p”@<lz ~7)
i 4 Y1 ?
2=0
oder auch:
PR 4 o~ 2
1 Lo T L %ie (- R
oy, Uyl = — 1T e=teis o
4
’1/‘7’\ 4 - . . -
\+x4 ) (1 — 22 8?19(}‘},’—-)‘0)8—'2zy,g(]1’—-fl)
o 1/ R
{ ’ 4 1—p2g—2ivel/=1) 7
"—7'1 [4

1) C und C’ bedeuten nieht niber bestimmte endliche Konstanten.
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wenn wir einen Rest £ von der in den beiden vorigen Fillen
petrachteten Art tiberhaupt nicht mehr hinschreiben und die
Funktionen f,” und f;’, bzw. die zugehorigen Winkel 7, und z,’
analog mit (321) usw, definieren durch die Formeln:

P %
L - 5 VA + 5
. }f cost) = —=, cosy, = -—->%,
(148) ¢ re .

' : . ’ . 2 o o I__. 7 - r
lfo =smz, —z,¢087,, [ =sinz, — 7, cosz’.

Fir das Produkt ¢, 7., findet man ebenso:

P! 2 1 7y 5 For £
e ey = — 4 ——e>iell= 1
4 4
17 AGY ) S s 5 .
(149) L= e2te =10 p—2ive ' — 1)
4 1 -'r'zg—.'zivg(fl"‘fl)
— 7

Die GroBen f—/f, bzw. f,"—f, sind von der GroSenordnung
1 /g, wir mubten deshalb diejenigen Exponentialfunktionen, bei
denen allein f'—f, bzw. fi’—f, im Exponenten vorkam, bei-
behalten. Ks ist namlich, wenn wir setzen

o I__ /_—
(150) T, =1, + dz,, T, =1, + d7T,
nach (123)
. 1 . 1
1IN — —
(151) sinzy, 47, =— —, sz, 47, =— —

Y LY

und demnach (vgl. 126)):

- T, T
152 fi—fom—% f—fim-2

Durch Einsetzen dieser Werte erhalten wir schliefllich:

(1 —7r2? g2 i = 70)

— ¥ 7y 2 .
= i i 1 -2
(153) Un Upt1 = & -+ € ?fr°+

4 1—p2e%tn ’
: 5 '2'(1- -—'p)

- — . 1 7,2 o (1 =732 e*t\ 1%
L2 18} 2,2 2 —~ 227 1 2 .
‘\‘Lagj Ui Cutl 4 + 4 ¢ T 4 1 —p 22t

2

Mit diesen Ausdriicken gehen wir jetzt in & ein und be-
Kommen

N
{«,, 1 n(n -+ 2}
S =5 2 rr

- 9y -
154) LI N —-«nm_:_?)e"?”o%?“z—}—’iwr3\2———-«8“1*
e 3 T 4 7+ 1 1 \ i/ 1~T262i11
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Fur die erste Summe von S, ergibt sich ohne weiteres:

~ ¥
- 1Y (e + 2 B o*
135) — "J"*'*—*%”;‘ > ne=-->
2 e T2+ 1 2 e 4
1 1

die zwei fibrigbleibenden Summen formen wir wie in § 14 in
Integrale um und erhalten so fur die erste

/2

2 "2
22

o i . g s Y
{ T A =R e i
e | ,
\136} I - 0 o - -
! . .. 6_«1,’[1 ‘ . .
i 57.13_%_ 1 — 7.13)‘1 575 Sin T, cos 7,41,
— et
“ 1 —

und ebenso filr die zweite:

T
LE o2 r
(L= Lot femzin
(156" G
I 2i4 -
; 5 et " .
S 2o 2 o ,
{ r (1 — 7,7 - 2”)5811’11:@00810611’0.
1—7ryde ;

Unter Benutzung der so definierten Abkiirzungen o/, (») und
J, (#) schreibt sich jetzt unsere Formel (94) fir den Licht-
druck unter Beriicksichtigung von (143) und (155):

- (& -
a7, = 1= ) = W),

An der endgultigen.Formel (157) wollen wir nun zunichst die
beiden Grenzfilie ¥ =1 und » =co verifizieren.

Fir »=1 wird nach (138) z,=7,, so daB die beiden
Reflexionskoeffizienten r, und 7r, nach (138) oder (138" ver-
schwinden. Aus (156) und (156" folgt dann

/2
©o. 1
Y — J— R
J, (v) = J, () __J‘ sin z, cos 7, d7, =
- - 0
und damit nach {157)
M (&)

=0,...(v=1),
wie es sein mull. , _

Fir » =00 werden sowohl = * wie r,2 beide gleich 1, wie
z. B. die Formeln (138) ohne weiteres zeigen, wenn man fir
7, den jetzt im ganzen Integrationsintervall giiltigen Wert /2
substituiert. So bekommt man:



Lichtdruck auf Kugeln von belicbigem Material. 131

.

1

14
{
\

>3
vy = J, (¥) =.v[<:<>s2rG sinz,cosz,dz, = O,
g

so dab

M (@
P 1. =),

ein Resultat, das in § 14 schon direkt fir die vollkommen
reflektierende Kugel erhalten wurde.

Um die Integrale J, (») und J,(») fiir beliebige Werte
von # zwischen 1 und oo zu bestimmen, scheint es am besten
zu sein, dieselben graphisch auszuwerien; auch dieses Ver-
fahren ist indessen nicht gerade elegant durchfithrbar. Ich
habe in dieser Welse die betreffenden Integrale fiir einige
Werte von » berechnet und erhielt so die Kurve der Kig. 10,
die unsere Gréfe M(Q)/# auf Grund von {157) in ihrer Ab-
nangigkeit vom Brechungsexpo-
nenten v veranschaulicht. Daf
auch die Rechnung nach den ﬁ%ﬁ, ;
Gesetzen der geometrischen T N N
Optik schlieBlich die Niherung 4 g
(157) liefern wird, scheint mir
ohne Zweifel, es wiirde dabei

das Resultat entsprechend den 7 Z 3o
unendlich vielen zu beriick- Fig. 10.
sichtigenden Reflexionen und '

Brechungen zunichst in Form einer unendlichen Reihe er-
scheinen, die sich mit der Summe von {156) und {156’} iden-
tisch erweisen diirfte. KEinfacher wie die obige wird diese
Rechnung kaum werden.

§ 16. Zusammenhang zwischen DLichtdrueck und Eigen-

schwingungen.

In & 9 wurde gezeigt, daB der Lichtdruck auf einen Dipol
ein Maximum erreicht, wenn die Schwingungszahl der auf-
tallenden Welle ibereinstimmt mit seiner Kigenschwingungs-
zahi. Bekanntlich besitzen nun unsere den Rechnungen in
den fritheren Paragraphen zugrunde gelegten Kugeln auch das
Vermogen, elektromagnetische FKigenschwingungen auszuftihren,
deren Periode und Dimpfung in § 5 einer genaueren Betrach-
tung unterzogen wurde. KEs fragt sich nun, ob nicht #hnliche
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Verhiltnisse wie beim Dipol auch bei den Kugeln auftreten
werden, und ob insbesondere das Auftreten der Maxima in
den Kurven fur M{Z)/# mit den Kigenschwingungen in Zu-
sammenhang stehen konne.!) Wir werden sehen, daB dieser
Zusammenhang im allgemeinen nur verwaschen hervortritt,
daB er sich aber ausgesprochen bemerkbar macht, sobald die
Eigenschwingungen nur wenig gedimpft sind, wie das bel
dielektrischen Kugeln groBer Dielektrizititskonstante zutrifft.
Uberdies gestatten die betreffenden Uberlegungen einen vor-
ziiglichen Einblick in den Mechanismus der zur Ldsung unserer
Aufgabe benutzten Reihenentwickelungen.

Wir Dbetrachten irgendeine mogliche Kigenschwingung
unserer Kugel, die wir durch den Wert des zugehorigen Poten-
tials J7 charakterisieren wollen (aus dem ja nach (5) bzw. (5')
die betreflenden Feldkomponenten durch Differentiation ge-
wonnen werden konnen). Dasselbe ist dann gleich dem Pro-
dukte einer Funktion von r mit einer allgemeinen Kugelfunktion.
Ist nun das Potential der auffallenden Welle auf unserer Kugel
gemifB derselben Kugelfunktion verteilt, so werden wir auch
noch das hinzukommende Streufeld proportional dieser Kugel-
funktion setzen konnen. Dasselbe wird indessen nicht mehr
wie bei der Eigenschwingung abklingen, sondern in demselben
Tempo wie das auftreffende Feld schwingen, wiahrend seine
Awmplitude eine Funktion der Schwingungszahl wird, die fir
Frequenzen in der Umgebung der Kigenfrequenz einen maxi-
malen Wert annimmt. Nach § 4 und 5 bringen die Formeln
das folgendermaBen zum Ausdruck. Ist die auffallende Welle
z. B. gegeben durch das Potential I7¢ (vgl. (28)), so daB
7"l 2 1
k2 nn+1) Y
so zeigen (29) und (33), daB das hinzukommende Streufeld im
AuBenraum bestimmt wird durch das Potential ZZ, der Gleichung:

b — , i A
(138) rlIle = (k,r) P 1{cos T)cos @,

(159)  rII = — -1 221 @lr g 3 P 1(cos &) cos
J r : M %(%—5-1) ];aﬂbn a’l*n ) 2
mit (vgl. (61))
(1 60} o L z? Un <]3a ) ke ’L’Ju, (k; a) — ey wu, (kq @) Z; Wn <kl @) .
i 2 L by @Y b, (b @) — by L) (hg @) 2y W, (b )

1) Vgl die dhnlichen Uberlegungen zur Frage der optischen Reso-
nanz von I\ Pockels, Physik. Zeitschr. 5. p. 152. 1904.
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Die komplexe GrioBe « ! bestimmt demnach Amplitude und
Phase des Streufeldes. Nun fanden wir aber in § 5 als Be-
dingung fir die Moglichkeit einer Eigenschwingung die, daB
der Nenner von (160) verschwindet; aus dieser Gleichung folgte
dann 4, a als komplexe GréBe, die mit ihrem reellen bzw.
imagindren Teil Schwingungszahl bzw. Dimpfung der Eigen-
schwingung bestimmt. In unserem Falle ist nun % a = 2%—‘3—

durch die auffallende Welle bestimmt, und zwar als reelle
GroBe, da wir als auffallende Welle eine ungedampfte Schwin-
gung ansetzen; da wir andererseits in § 5 fanden, daB die
betreffende Bedingungsgleichung nur komplexe Wurzeln hat,
d. b. daB die Eigenschwingungen der Kugel stets gedimpft
sind, 8o kann der Nenner in (160) fiur keinen einzigen reellen
Wert von %, a verschwinden. Die Amplitude der erregten
Schwingung bleibt also stets endlich. Je nachdem die Dampfung
klein oder groB ist, miissen die durch « gemessenen Maxima
der erregten Amplitude bei Frequenzen liegen, die sehr nahe
oder nur in der weiteren Umgebung der Eigenfrequenz zu
sachen sind. Nach (66) ist der Lichtdruck unmittelbar durch
die Koeffizienten « bestimmt, halten wir z. B. fest an (138) als
Potential der einfallenden Welle, so wiirden wir einfach erhalten
(<t 72 9

(163) U= L 2 g e,

Formel (161) zeigt demnach, wie unter den obliegenden Ver-
hiltnissen ein maximales Mitschwingen auch in gewissem Sinne
einen maximalen Wert des Lichtdruckes bedingt. Haben wir
beispielsweise als Potential der einfallenden Welle (158) mit
n=1, und beschrinken wir uns zunichst auf den Fall der
volikommen reflektierenden Kugel, so erhalten wir nach (67):

[P
1% pc Wy @) ,/,. ¢ a
\162} Clll= AR lg=2ﬂ:f
. _ 4 (o) *
und nach (66)
qegy MO _ 6 gl _ 6 e (o))
\ = 3 - O e S 2, f 2
! 4 ¢ LA ) e w0+ L @F

Die rechte Seite von (168) ist in Fig. 11 als Kurve (1} ein-
getragen; sie sieht in ihrem anfanglichen Verlauf der Kurve
tr den Lichtdruck bei einer ebenen einfallenden Welle (vgl.
ig. 6) ganz ahnlich. Fiir groBere Werte von o zeigt sie in-

A

b
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dessen ein ganz abweichendes Verhalten, indem sie fir solche
Werte ¢, fiir die 2,"(¢) = O ist, die Abszissenachse beriihrt,
wihrend zwischen zwel solchen Beriithrungen immer eine mit
wachsendem ¢ abnehmende Erhebung folgt. Was weiter die
Lage des Maximums betrifft, so gilt’ fiir dasselbe g=1,1,
wihrend nach Tab.I auf p. 75 die betreffende Eigenschwingungs-
zahl der vollkornmen reflektierenden Kugel gegeben wird durch
o = 0,86. '

Bis jetzt haben wir noch immer vorausgesetzt, dall das
Potential der einfallenden Welle durch (158) dargestellt wurde.

W |

Fig. 11.

Fallt indessen eine ebene Welle auf unsere Kugel, so besteht
das ,,elektrische'\“ Potential aus einer unendlichen Summe von
Gliedern der Form (158) (vgl. (28)), wihrend neben diesem
Potential noch das #hnlich gebaute ,,magnetische (vgl. (28")
zu beriicksichtigén ist. Beschriinken wir uns in den betreffen-
den Reihen je auf das erste Glied, so gilt

163) - P = Lotfel 4 el + @l el
wobei nach (67): = .

5 Yo 2 _ %)
(164) “ =y und & o)

Die rechte ;:Sei’ce/ von (1639 ist in Fig. 6 als Kurve (2) ein-
getragen, auch diese zeigt in ihrem Anfangsverlauf das charak-
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teristische Maximurm. Wenn nun auch klar ist, daB bei
wachsenden Werten von o die ersten Glieder der Reihen (23]
und (287 zur Darstellung der ,,auffallendens Potentiale immer
weniger ausrexchen (ein Umstand, der bei ¢ =1 schon ziemlich

stark hervortritt, so kann man doch das Maximum  der
Lichtdruckkurve wohl erkléren durch die Annidherung der
Schwingungszahl der auffallenden Welle an die Eigenirequenz
der ersten elektrischen Eigenschwingung. Viel deutlicher wie
im eben betrachteten Falle vollkommener Reflexion wird der
Einflu der Kigenschwingungen bei den rein dielektrischen
Kugeln. In §5 erhielten wir schon fir letzteren Fall das
eigenartige Resuit&t daf solche Kugeln Eigenschwingungen
besitzen, welche um so weniger gedimpft sind, je grdéBer der
Brechungsexponent » wird, wihrenddem zugiewh die Eigen-
wellenlange sich stetig der Null n&hert. Offenbar liegen also
bei groBen Werten von » die Verhiltnisse sehr giinstig fur
in starkes Hervortreten der Eigenfrequenzen. Das erste Bei-

spiel lieferte uns in § 12 die Lichtdruckkurve fiir »=2. Ob-
wohl » nicht gerade grofl ist, liegen doch die fiir die Licht-
druckkurve bei ¢=1,6, 0 =22 und o= 2,8 gefundenen drei
ersten Maxima in unmittelbarer Nihe der nach Tab. II, p. 77
und Tab. III, p. 78 fiir die Kigenschwingungen gefundenen
Werte von ¢. Kir die drei magnetischen Kigenschwingungen
kiirzester Wellenlfinge ist némlich ¢ = 1,85, ¢ =2,25, 0= 2,9,
wihrend fiir die in Frage kommenden zwei elektrischen g;h
o=225 und ¢=2,85.%) Viel ausgepriigter noch wird der
Zusammenhang bei gréBeren Werten von 2. Nimmt man z. B.
v = 10, so ist das erste Maximum nach Tab. IIT zu erwarten bei
o =0,31. Tatsachlich ist nun fir kleine Werte von ¢ nach § 2:
ey _ Sle) e

W@ e T n

so da nach § 5 der Nenner von ¥, und Z, in (102) in erster
Niherung nicht von dem zur Berechnung der elekfrischen
Eigenschwingungen gleich Null zu setzenden Ausdruck ver-
schieden ist. Dementsprechend wird Z, =cc bei ¢ = 0,31 und
damit nach (103) ¢,> =1, 4,2 = 0. Vernachlissigen wir neben

1) Es ist nach dem obigen nicht unméoglich, da8 sich das zweite
und dritte Maximum noch als doppeit erweist.
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a,? die anderen GrdBen o, und 2, so erhalten wir demnach
fiir O == 0,31
ML) _ 4 3

= — = 62
W Gay 2 = %%

d. h. sehr viel groBer wie fiir vollkommene Reflexion. Zu-
gleich wird die Breite dieser Erhebung der Lichtdruckkurve
duBerst klein. In zweiter Niherung gilt namlich fiir die Um--
gebung eines Punktes o= p, in dem der Nenner von Z_ ver-
schwindet

1
Z = ./,1 L
¢ ¥ —1 2.5 ¢ — @
so daB wir in unserem Falle erhalten:
E’Iﬁ:) 6 - {2 \2 nyp 4/ L \2T r & 27
i = g [ = (=1 o) (@ — ¢,)7] = 62 [1=10%(0 —0,)7]

Der Lichtdruck sinkt hiernach auf die Halfte in dem Bereich
von o0=10,31 bis ¢=0,31-+-0,7.1073 Auf diese erste Kr-
hebung folgen wpeue Maxima, welche den folgenden Kigen-
schwingungen entsprechen. Steigt » stetig weiter, so riicken
die Maxima immer niher an den Nullpunkt heran, wobei sie
zugleich enger und hoher werden. Fir » = oo bildet also der
Nullpunkt eine Haufungsstelle, wie schon in § 12 hervorgehoben
wuarde. Die Schwarzschildsche Kurve fur vollkommene Re-
flexion definiert in der Nihe des Nullpunktes sozusagen den
Ort der unendlich vielen Minima. Ob den obigen extremen
Werten fir den Lichtdruck eine praktische Bedeutung zu-
kommt, ist allerdings fraglich, da einerseits so grofie Brechungs-~
exponenten ohne gleichzeitige Absorption nach unseren bis-
herigen Erfahrungen in der Natur nicht vorkommen und
andererseits die Absorption im Sinne einer starken Abflachung
der betrachteten unregelmiBigen Krhebungen wirken wird.

Zam Schlusse sei es mir gestattet, auch an dieser Stelle
meinem hochverehrten Lehrer Hrn. Prof Sommerfeld zu
danken fiir die rege Anteilnahme, die er meiner Arbeit stets
entgegenbringt.

Minchen, Math.-phys. Sammlung.

(Eingegangen 30. Mai 1909.)




